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Sequéncias

1.1. Nogoes Iniciais

Frequentemente, nos deparamos com situagcdes em que enumeramos ele-
mentos de um conjunto seguindo uma determinada ordenacao:

1. dasucessao dos presidentes de um pais;

2. dasequéncia dos episédios de uma minissérie de televisao;

3. dos meses do ano;

Repare que ha dois aspectos importantes nos exemplos acima: o tipo e a
ordem dos elementos. Todos os elementos de uma sucessao sao do mesmo tipo
(por exemplo: apenas presidentes) e obedecem a uma ordenacao (por exemplo:
ocorre o primeiro episdédio da minissérie, depois o segundo episédio, depois o
terceiro episddio...). Esses sao exemplos de sequéncias que estao presentes em
nosso cotidiano. Observando-os podemos definir:

Uma sequéncia ou sucessao € uma lista ordenada de objetos, nimeros ou
eventos, que satisfazem a uma dada propriedade ou regra.

Em outras palavras, a sequéncia é definida como sendo um conjunto S, dota-
do das seguintes caracteristicas:

a. Todos os seus elementos (termos) sao do mesmo tipo (por exemplo: capi-
tulos de uma novela);

b. Cada termo possui uma posicdo definida, dentro do conjunto S;

¢. A posicao de cada termo é determinada por um ndmero natural, denomi-
nado indice;

d. Cada termo possui um Unico indice, e cada indice pertence a um Unico
termo;

e. Dois termos sé podem ser trocados de lugar se os seus respectivos indices
também forem.

Exemplos:
1)(1,3,5,7,9,..) é uma sequéncia de nimeros impares.

2) (10, 15, 20, 25) é uma sequéncia de multiplos de 5 maiores que 5 e me-
nores que 30.

3) (Segunda, terca, quarta, quinta, sexta) é uma sequéncia dos dias Uteis de
uma semana.

As sequéncias podem ser separadas em dois tipos:

«Sequéncia infinita: E aquela que ndo possui fim, ou seja, os seus elementos
seguem ao infinito, como no exemplo 1.

«Sequéncia finita: E aquela na qual os elementos tém fim, como nos exem-
plos2e3.

1.2. Notacao

Em uma sequéncia numérica qualquer, os termos sdo representados de acor-
do com a sua posi¢ao. O primeiro termo é representado por a, (Ié-se: a indice
um), o segundo por a, (Ié-se: a indice dois), o terceiro por a, (Ié-se: a indice trés) e
assim por diante. Em uma sequéncia numérica finita desconhecida, o ultimo ter-
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mo é representado por a_(lé-se: termo n ou enésimo termo). A letra n determina
0 numero de elementos da sequéncia.

Notac¢des

» Para uma sequéncia numérica finita:

@@)=(@,a,a,..a)

greerdy

Para uma sequéncia numérica infinita:

@)=(@,a,a,..a ..)

RS

- a_éotermo geral da sequéncia.

1.3. Igualdade de sequéncias

Duas sequéncias sdao iguais somente se tiverem os mesmos elementos dis-
postos na mesma ordem.

Exemplos:

a) As sequéncias (a, b, ¢, d, e) e (2,3,5,7, 11) sdo iguais se - e somente se -
a=2,b=3,c=5d=7,e=11.

b) As sequéncias (2,5,7,1,1,2,2)e(2,5,7,2,2,1, 1) apresentam 0s mesmos
elementos, mas ndo na mesma ordem. Entao, sdo sequéncias diferentes. Elas po-
dem representar, por exemplo, os nimeros dos telefones de duas residéncias
diferentes.

1.4. Determinacao de uma sequéncia - Lei de Formacao

Estamos interessados em sequéncias nas quais os termos se sucedem obe-
decendo a uma certa regra, isto €, aqueles que tém uma lei de formacao. Esta lei
pode ser representada de trés maneiras:

a) Por Recorréncia: Sdo dadas duas ou mais regras, uma (ou mais) que define
os termos iniciais da sequéncia e outra para calcular os demais termos a partir
dos antecessores.

Exemplo:

Considere a sequéncia infinita (0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55...). A sua lei de
formacao é extremamente simples. Cada elemento, a partir do terceiro, é obtido
somando-se os dois anteriores, ou seja, ,n =1, 2, 3... Tal sequéncia é conhecida
como Sequéncia de Fibonacci.

b) Em funcdo do indice da sequéncia (posicao), ou seja, o enésimo termo
depende da posicao em que ele se encontra.

Exemplo: Seja (a ) uma sequéncia, cuja lei de formacdo seja dada pora_=2n,
n numero natural diferente de zero.
a, =21=2; a, = 23 =8;

a, =22 =4; a, = 24=16;
Entdo: (@, a,a, a,..)=(2,4,8,16,..)

¢) Por propriedade dos termos
Exemplo: A sequéncia cujos termos sao os primeiros trés nimeros primos:
(2,3,5).

Teste o seu conhecimento
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1. Escreva os quatro primeiros termos das sequéncias dadas pelas seguintes
férmulas de recorréncia:

a)a,=5ea =a_ +2,Vnx2

b)b,=3eb =2b _,Vn=2

dc,=2ec =( ) Vnx2

djd,=4ed =(-1)"d ,Vn=2

ele, =-2ee =(e )" Vnx2

2. Escrever os seis termos iniciais das sequéncias dadas pelas seguintes leis
de formacao:

a)a =3n-2,Vnzx1

b)b =23n, Vnx1

dc,=nn+1),Vnx1

dd =(2"Vnxl

e)e =n’,Vnx1

3. Descrever, por meio de uma férmula de recorréncia, cada uma das sequén-
cias abaixo:

a)(3,6,9,12,15,18,.)

Resolucao: Note que um termo é sempre o termo anterior somado pelo
numero 3. Entdo, podemos escrever nossa formula de recorréncia do seguinte
modo:a, =3ea =a_, +3

b) (1,2,4,8,16,32,.)
a@,-1,1,-1,1,-1,..)
d)(5,6,7,8,910,..)

e)(0,1,2,3,4,5,.)

4. Obter o décimo quarto termo da sequéncia em que a_=2'""
5. Determine o quarto termo da sequéncia em quea_=2.5"".

6. Complete a sequéncia (12,7,2,-3,__,-13, __) de sete termos.

7. Calcule o produto dos trés primeiros elementos da sequéncia definida por

_an
a=2ea  =—ttl ,nx>1. ,

8. Considere as sequéncias (a ) e (b ) definidas por a= ,n>1e

2n+1
b, =
a=1-b,,p=1

Determine os quatro primeiros termos da sequéncia (c ) tal quec =a_+b,
n>1.
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Gabarito

1.
a)(5,7,9,11,..);

b) (3,6,12,24,..);

Q) (2,4,16,256, ..);

d) (4,4,-4,-4,..);
2,4,64,16777216, ...).

)

(
) (-

)

(1,4,7,10,13,16);

(6, 18,54, 162, 486, 1458);
(2,6,12, 20,30, 42);
(-2,4,-8,16,-32, 64);
(1,8,27,64,125,216).

2.

a)
b)
o
d)

e)

w

a)a,=3ea =a +3,Vnx2
b)b,=1eb =2b_ ,Vn=2
ca,=lea ——1a1,Vn22
d)d =5ed =d_+1,¥n=2
)

e)e,=0ee =e_ +1 Vnx2

.
16

5.250

6.(12,7,2,-3,-8,-13,-18)

22&}
5777977

7.8

|

L»I»—‘
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Progressao Aritmética (P.A.)

2.1.Nocoes Iniciais

Uma progressdao é uma sucessao de numeros, um apds o outro, ou seja,
quando falamos simplesmente progressao, estamos nos referindo a alguns nu-
meros colocados um apds o outro sem, necessariamente, possuir uma légica em
sua distribuicdo. E para ser uma PROGRESSAO ARITMETICA (P.A.), o que deve
acontecer?

Uma progressao aritmética € uma sucessao de niumeros, um apds o outro,
que segue um “ritmo definido” Veja a progressao abaixo:

(1,3,5,7,9,11,13,15,17,...)

Esta progressdo segue um ritmo definido, mostrado na figura abaixo:

(L 3 5 7 9 .

Ou seja, temos um ritmo que é o de somar duas unidades a cada elemento
que acrescentamos. Este é o ritmo que estamos falando, somar sempre o mesmo
numero a cada elemento acrescentado.

() Uma Progressao Aritmética (P.A.) é uma sequéncia numérica em que

cada termo, a partir do segundo, é igual a soma do termo anterior com
uma constante r. Essa constante é chamada razao da progressao e é represen-
tada pela letra r. Para determinarmos a razao, basta fazer a diferenca de dois
termos consecutivos da sequéncia.

Exemplos:

a)(2,7,12,17,...) éumaPA.coma =2er=5.

b) (10,5,0,-5,-10,-15,..) éumaPA.coma =10er=-5.
) (19,19,19,19,19..) éumaPA.coma=19er=0.

d) (V2 +1,4/2,v2-1)éuma PA.de 3 termos coma, = V2 +1ler=-1
e)(-1,-0.5,0,0.5,1,1.5,..) éumaPA.coma, =-1er=0,5.

2.2. Classificacao

Uma sequéncia de nimeros reais cujos termos vao aumentando, isto é, onde
cada termo é maior que o anterior, ¢ denominada sequéncia crescente. Se os
termos vao diminuindo, isto é, cada um é menor que o anterior, a sequéncia
é denominada decrescente. Quando todos os termos sdo iguais, a sequéncia é
denominada constante ou estaciondria. No caso de uma progressao aritmética,
é facil verificar que uma PA. de razéor é:

«  crescente, ser> 0 (exemplos (a) e (e)).
« decrescente, ser < 0 (exemplos (b) e d)).
« constante, se r =0 (exemplo na).
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Termo Geral

Considerea PA. (a, a, a,, .., a,..) de razao r. A férmula do seu termo geral €é
expressa do seguinte modo:
a =a, +(n-1)r,
onde:

e a éotermogeral;

¢« né onumero de termos (até na);
« a ,éol1°termo;

e réarazao.

Assim, uma P.A. é uma sequéncia na forma:
(@a,a , +ra +2ra +3r.)

Exemplo 1:
Determine uma PA. de 5 termos com a,=0er=2.

Resolucéao:

1_0;
a,=a,+2-Nr=a+r=0+2=2;
a,=a,+B-Nr=a+2r=0+2(2)=4;
a,=a,+(@4-3)r=a+3r=0+3(2)=6;
a,=a, +(5-Tr=a+4r=0+4(2)=8.

Logo, a PA. procurada é (2, 4, 6, 8).

Exemplo 2.
Vamos encontrar o termo geral da PA. dada por (5, 9,...)

Resolucéao:
Temosquea, =5er=9-5=4, entao:
a, =5+(n-1)4

a, =5+4n-4
a =4n+1
Exemplo 3.

Quantos termos existem na PA. (52,49, 46, 43,...,-71)?

Resolucao:

a,=52er=49-52=-3.

Fazendo o ultimo termo igual a na, isto €, n_ =-71 devemos calcular n. Temos:
a =a, +(n-="1r
-71=52+(n-1)(-3)

-71=52-3n+3
3n=55+71
n=42

Observacao: Quando procuramos obter uma P.A. com 3 termos, é muito pra-
tica a notacgao seguinte: (x—r, x, X +1).

Exemplo: Obter uma PA. de trés termos tais que sua soma seja 24 e seu pro-
duto seja 440.

Resolucdo: Empregando a notagao especial (x - r, x, x + r) para P.A., temos:
xX=-nN+x+Xx+r=24 (1)

(x=r1). X. (x+r)=440 (2)
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De (1) obtemos x = 8, e substituindo em (2) vem:

(8-r1).8.(8+r)=440edair=3our=-3

Assim, a PA. procurada é (5,8, 11) parax=8er=3,0u,(11,8,5) parax=8e
r=-3.

2.4. Propriedades dos termos de uma P.A.

As sequintes propriedades sao tipicas de Progressdes Aritméticas e justifi-
cam, inclusive, o nome dessas sequéncias.

1 Dados 3 termos consecutivos de uma sequéncia aritmética, o termo cen-
tral é a média aritmética entre o anterior e o seguinte.Isto é,se(a,,a ,a, a,.. a,
. . R . 1 28 73 T4 n

a _+1,..) € uma sequéncia aritmética, entao

_Qp t Ay

+1 2

Exemplo: Consideremos a PA. (5,9, 13,17, 21, 25, 29,...) e observemos que:

5+13 ata e
9= = a,= ——2 (a, é média aritmética de a, e a,)
2 2

b) Numa P.A., os termos opostos ou equidistantes (aqueles que estao a mes-
ma distancia do termo central da PA.) tém a mesma soma.

(2, 8 14, 20, 26, 32, 38)

r 1

¢) Numa P.A. com nimero impar de termos, o termo médio é igual a média
aritmética entre os extremos.

Exemplo: Na PA. (2, 4,6, 8, 10), temos:
a,=2 a;=6 a;,=10

a,tas _ 2+10
:>a3_ :>a3
2 2

a;=

2.5. Interpolacao Aritmética

Considere a sequénciafinita (a,,a,,a,, ..,a_,,a).Ostermos a, e na sao chama-
dos extremos e os demais sdo chamados meios. Assim, naP.A.(0,3,6,9, 12, 15) os
extremos sao 0 e 15, enquanto 0s meios sao 3,6,9,12.

Interpolar, inserir ou intercalar K meios aritméticos entre os nimeros a e b
significa obter um PA. de extremos a,= a e a =b, com n = K +2 termos. Para de-
terminar os meios dessa PA., é necessario calcular a razao, o que é feito assim:

a=a +n-"1.r
b=a+(k+1).r
~ b—a

~ k+1

Exemplo: Interpolar 5 meios aritméticos entre 1 e 2.
Resolugao: Vamos formar uma PA. com 7 termos onde a, = 1 e a, = 2. Temos:

r
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a,=a,+t6r=>r=—-—=r1=—= 1=
6 6

N —

Entao, a PA. procurada é dada por .

2.6. Soma dos n primeiros termos de uma P.A.
Dada uma sequéncia qualquer (a,, a,, a,,.., a_,, a_...), indicamos por Sn a soma

dos seus n primeiros termos e sua expressao é dada por:

S — (al+ an)n
n
2
Onde
+ a,éo1°termo;
- a éotermo geral;
« néonumero de termos.

Exemplo: Calcule a soma dos trinta primeiros termos da PA. (4,10...).

Resolugao: Vamos comecar determinando o 30° termo. Como n =30, a, =4
e r=a, -a, =6, entao:
a,=a, +(n-1r
a,=4+(30-1)6

a,,=178
Assim,
4 +178)30
S = ; =8S,,= 2730
2
Exemplo: Em relacdo a sequéncia dos numeros naturais impares, vamos cal-
cular:

a) A soma dos cinquenta primeiros termos
b) A soma dos n primeiros termos

Resolugdo: A sequéncia é (1,3,5,7,..),ondea, =ler=3-1=2

a) a,=a, +49r —a =1+ 49(2) =99

Aosim. +2,)50 1 +99)50
ara +
Seo= % = Ss,= ; = S,,= 2500
2 2
b) a=a +(n-T)r
a =1+(n-1)2
a=-1+2n
o + 1-1+2
-1+
Sn: (al a’n)n = Sn: ( n)n =n2
2 2
Podemos verificar a resposta encontrada em b, atribuindo valores para n
(neN, n=1):

- Paran=1,asequénciaé (1) eassim,S =1°=1;

- Paran=2,asequénciaé (1,3), cujasomaés, = =4

- Paran=3,asequénciaé (1,3,5), cujasomaés, = 3?=09,
E assim por diante.

2.7.Um pouco de Histdria
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Johann Friederich Carl Gauss, conhecido como Gauss, nasceu em Brunswick,
Alemanha, em 30 de Abril de 1777. De familia humilde, mas com o incentivo
de sua mae, obteve carreira brilhante. Gauss deu sinais de ser um génio antes
dos trés anos de idade. Nessa idade, aprendeu a ler e a fazer célculos aritméti-
cos mentalmente. Aos dez anos, durante uma aula de matemidtica seu professor
pediu para que todos os alunos obtivessem a soma dos numeros de 1 a 100.
Em poucos minutos, Gauss apresentou o resultado correto. Até entao, ninguém
tinha sido capaz desse feito. Ele se baseou no fato de que a soma dos numeros
opostos é sempre constante, como mostra a figura:

1+2+ 3+ 4+ ... +97 + 98 + 99 + 100

01 ]

101
101
101

Entdo, ele multiplicou a constante (101) pelo nimero de termos e
dividiu pela metade, chegando a férmula da soma da progressao aritmética:

g = (a,+a,)n
! 2

Teste o seu conhecimento

1. Assinale as sequéncias que representam Progressoes Aritméticas:

a)(13,11,9,7..) d) (0,7,14,21..)
11,33
b) (6,11, 15) e) 275

0 (4,-7,-10..) f) (V2,142,242 )

2.Determine a razao de cada uma das progressoes aritméticas e, em seguida,
classifique-as em crescente, decrescente ou constante.

a) (-16,-5,6,17..) d)(3,3,3,3.)

b) (22,18, 14, 10... e) (-3,-12,-21..)

ol3122.. f) (b, 2b, 3b, 4b...); b>0
477472

3.Qualéo 15°termodaPA.(1,4,7,10..)?
4,.Qual é 0o 18°termo da PA.(-5,-1, 3,7..)?
5.Qual é 0 100° nimero impar?

6. O 8° termo de um PA. é 15 e 0 1° termo é igual a 1. Qual é a razao dessa
PA?

7.06°termodeumPA.é 17 e o 1°termo é igual a 2. Qual é a razdo dessa
PA?

8.Numa P.A. derazaoigual a 5, 0 10° termo é igual a 45. Qual o 1° termo?

9.Numa P.A. de razao igual a -2, 0 8° termo é igual a 10. Qual é o 1° termo?




Fundamentos de matematicalll c-ad
I

10.Dada a PA. (5, 8, 11,...), determine:

a) seu termo geral b) 0 20° termo
11.Dada a PA. (0, 3,6, 9,...), determine:

a) seu termo geral b) o 15° termo

12. Determine os cinco primeiros termos da sequéncia dada pora_ =1+ 3n,
ne K.

13. Determine os oito primeiros termos da sequéncia definida pora = — ,
nemM* n

14. A respeito da sequéncia definida pora_=10+2n,n € N", determine:
a) 0 10° termo b) a soma de seus cinco primeiros termos
15. Qual é 0 72° multiplo de 3?

16.Numa PA,, sabe-se que a, +a, = 15 e a, + a, = 36. Determine seu 1° termo
e sua razao.

17.0 quinto termo de uma sequéncia aritmética é 17 e o terceiro é 11. Deter-
mine o primeiro e o sétimo termos.

18. A sequéncia (6, 5 + x, y) € uma P.A. de razao 3. Qual é o0 20° termo da PA.
(y, 2x,...)?

19. Para preencher as vagas num vestibular, uma faculdade decidiu adotar o
seguinte critério: na 12 chamada, sdo convocados 96 alunos; na 22, sao convoca-
dos 84 alunos; na 33, 72, e assim por diante.

a) Quantos alunos serdao convocados na 62 chamada?
b) Quantas chamadas ha nesse vestibular?

20. Interpole 5 meios aritméticos entre - 2 e 40.
21. Interpole dez meios aritméticos entre 5 e 49.

22. Inscrevendo-se nove meios aritméticos entre 15 e 45, qual é o sexto ter-
mo da PA.?

23. Quantos meios aritméticos devem ser inseridos entre 15 e 160, de modo
que arazao da interpolagao seja igual a 5?

24, Calcule a soma dos vinte primeiros termos da PA. (-13,-7,-1,...).

25. Em relacdo a sequéncia dos niUmeros naturais impares, vamos calcular:

a) A soma dos cinquenta primeiros termos;
b) A soma dos n primeiros termos.

26. Determine a soma dos 50 termos iniciais da sequéncia dos inteiros posi-
tivos.

27.Qual é a soma dos multiplos positivos de 5 formados por 3 algarismos?

28. Obtenha uma P.A. em que a soma dos primeiros termos é n’+2n para
todo n natural.

29. Quantos termos da sequéncia aritmética (15,13,11,...) sao necessarios
para perfazer S = -36?

30. O primeiro termo de uma sequéncia aritmética é —12, e 0 n-ésimo é 40.




Progressao Aritmética (P.A.)

Sendo a soma 196, achar a razdo e o valor de n.
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Gabarito
1.a,d,f 1
2.a)r=11crescente b)r=-4decrescente c)r=—crescente d)r=0constante
e)r=-9 decrescente f)r=b crescente
3.a,=43
4.a,=63
5.a,,,=199
6.r=2
7.r=3
8.a,=0
9.a,=24
10.a)a =2+3n b)a =62
11.a)a =3n-3 b)a, =42
12.PA.(4,7,10,13,16)

212121
13.(2111:_:_:_:_:_:_)

325374
14.a)a, =30 b)a,+a,+a,+a,+a,=80
15.a,=213

13
16.a1:—? er=7

17.a,=5ea,=23

18.a, =-64

19.a)a,=36 b) n = 8 chamadas
20.PA.(-2,5,12,19, 26, 33, 40)
21.PA.(5,9,13,17,21, 25,29, 33,37,41, 45, 49)
22.a,=30

23. k=128

24.5, =880

25.a) S, =2500 b)S,=n’
26.S,,=1275

27.S,,,= 98550

28.PA.(3,579,.)

29.n=18

30.n=14er=4

1

1
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Progressao Geomeétrica (P.G.)

3.1. Definicao

Progressao geométrica (P.G.) é uma sequéncia numérica em que cada termo,
a partir do segundo, é igual ao produto do termo anterior por uma constante g.
Esta constante g é chamada razado da Progressao Geométrica. Podemos calcular
a razdo da progressao, caso ela nao esteja suficientemente evidente, dividindo
entre si dois termos consecutivos.

a=kke¥

a=a_ .qqsR

n

Exemplo: A sequéncia (6, -12, 24, -48, 96) é uma P.G. finita de cinco termos.
Determine a razao.

Resolucao: Temos que a, = 6 e a, =-12. Entao:

-12
= — = -2
a 6
3.2. Classificacao

As progressdes geométricas podem ser classificadas em cinco categorias:

12) Crescente: E uma P.G. em que cada termo é maior que o anterior. Note-
mos que isto pode ocorrer de duas maneiras:

a) P.G. com termos positivos: q > 1

Exemplo: A P.G. dada por (2, 4, 8, 16,...) é crescente com razao q = 2.

b) PG. com termos negativos:0<q< 1

{Exemplo: A PG. dada por (-1, -0.5,-0.25,-0.125,...) é crescente com razéo

CI=E-

223) Constante: E uma P.G. em que cada termo ¢ igual ao anterior. Notemos
que isto ocorre em duas situagoes:

a) P.G. com termos todos nulos: a, = 0 e g qualquer.
Exemplo: APG.dada por(0,0,0,0,...) é constante com todos os termos nulos.
b) P.G. com termos iguais e ndo-nulos: q = 1.

Exemplo: A PG. dada por (5,5, 5, 5,...) € constante com razdo q = 1.

32) Decrescente: E uma P.G. em que cada termo é menor que o anterior. No-
temos que isto pode ocorrer de duas maneiras:

a) P.G. com termos positivos:0 < q < 1
Exemplo: A PG. dada por (5, 2.5, 1.25, 0.625,...) é decrescente com razdo
1

CI=E-

b) P.G. com termos negativos: q > 1

Exemplo: A PG. dada por (-1, -2, -4, -8,...) é decrescente com razdo q = 2.

42) Alternante: E uma PG. em que cada termo tem sinal contrario ao do an-
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terior. Isto ocorre quando q < 0.
Exemplo: AP.G. dada por (2,-2, 2,-2,...).

52) Estacionaria: E uma P.G. em que a,#0ea,=a,=a,=..=0.lIsto ocorre
quando q=0.

Exemplo: A PG. dada por (1,0, 0, 0,...) é estacionaria.

3.3.Termo Geral de uma P.G.

O termo geral de uma P.G. de ordem n é dado por:
a =a.q"",

Onde:

- a_éotermo geral;

+ a, €0 primeiro termo;

+ néonumero de termos (até a );

« géarazao.

Exemplo: Considere a PG. (2, 4, 8, 16, 32,...). O enésimo termo desta P.G. re-
presenta os possiveis resultados (cara ou coroa) que podem aparecer quando
lancamos n moedas. Determine o 8° termo.

Resolucdo:
a =a.q"
a,=22%
a, =256

Portanto, se lancarmos oito moedas diferentes teremos 256 resultados pos-
siveis.
3.4. Notacoes Especiais
Para obtencdo de uma P.G. com trés, quatro ou cinco termos, € muito pratica
a notagao seguinte:
X
12) Para 3 termos; (X, Xq, qu)ou {—, X,qu .
q
22) Para 4 termos: (X, Xd, qu, Xq3 )

323) Para 5 termos: (X, Xd, qu, Xq3, Xq4).

Exemplo: Qual é o nUmero que deve ser somado a 1,9 e 15 para que se obte-
nha, nessa ordem, trés numeros em P.G.?

Resolucgdo: Para que (x + 1,x + 9, x + 15) seja uma P.G., devemos ter:

X+9 x+15

x +1 X+ 9

E, entao:
(X +9)%=(x+1).(x+ 15)
X+ 18x+81=x>+16x+ 15
2X=-66
Xx=-33

3.5. Propriedades dos Termos Geométricos

1) Dados trés termos consecutivos de uma sequéncia geométrica, o termo
central é a média geométrica entre o anterior e o seguinte. Isto é, se (a1,
a,, a..A,a ) € uma sequéncia geométrica,

n1!ee
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|an|= (an-l'anﬂ)
Exemplo: Considere a P.G.(2, 4, 8, 16, 32)

[16/=1/(32).(8), pois /(32).(8) = /256 =16.

2) Dados dois termos quaisquer, a_e a_ de uma sequéncia geométrica, o pro-
duto de quaisquer dois outros, equidistantes (mesma distancia) desses, é igual
ao produto deles. Isto &, se (a,, a,, 5,3 ey @_, yeeer @y A ..} € UMA SEQUENCIA
geométrica:

A iy Ay

Observagdo:Sen=1,a,,,ta_,=a;.a,
Exemplo: Considere a P.G. (5, 10, 20, 40, 80, 160, 320,...). Observemos que:

a,.a,=5.80=400
a,.a,=a,a, (hoteque1+5=2+4)
a,.a,=10.40=400

‘ 3.6. Interpolacao Geométrica

® Interpolar K meios geométricos entre os nimeros a e b significa obter
uma P.G.de extremos a, =aea_=b,com n=k+ 2 termos. Para determinar
os meios dessa P.G. é necessario calcular a razdo. Assim, temos:

— n-1
an = a1. q

b=a. qk+1
q= k+\1/E
a

Exemplo: Interpolar oito meios geométricos (reais) entre 5 e 2560.

Resolugao: Formemos uma P.G. com dez termos onde a, = 5 e a, ) = 2560.

Temos: 7560
a,=a.q’ =q= 9’3'ﬂ = 9T =3/512 =2
a4

Entdo a P.G. procurada é (5, 10, 20, 40, 80, 160, 320, 640, 1280, 2560).

3.7.Soma dos Termos de uma P.G. Finita

Seja (a, a,, I a ) uma PG. de razdo q # 1. Entdo a soma dos n primeiros
termos é dado por:

a,(q"-1
Sn l(q )’ q —751
q-1
Exemplo: Vamos calcular o valor da soma dos dez primeiros termos da P.G.
(80, 40, 20...).

1
Resolugao: Sabemos que:a, =80 eq = 5
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1 10
0 80 (2) -1
a(q -1 5115
810:1—3810: 1 :>SIO=—
q-1 L 32
2

Exemplo: Quantos termos da P.G. (2, 6, 18...) devem ser considerados a fim de
que a soma resulte em 19.682?

Resolugao: Queremos determinar n tal que S = 19.682. Comoa, =2eq =3,
assim:

S = a,(q"- 1) — 19682 = M::’,n_ 1 =19682
q_l 3-1

=3"=19683=3"=3"=>n=9
3.8. Por que Progressao Geométrica?
Dados os nimeros reaisa,r,com0<r< 1, seja

S=a+ar+ar’+..+ar"+..

a soma dos termos da progressao geométrica ilimitada cujo primeiro termo
é aecujarazao é r. Temos:

S=a+r(at+ar+ar’+..)=a+rS
donde S-rS=a edai
_a
1-1

Nao ha geometria alguma nesse raciocinio, embora a progressao se chame
geométrica. Mas, dadosa > 0e 0 <r < 1, podemos construir geometricamente a
soma S=a+ar+ar’+.. doseguinte modo:

Tomamos um segmento de comprimento a e, a partir de uma de suas extre-
midades, outro segmento com comprimento b arbitrario. Na outra extremidade,
tracamos um segmento paraleloa b, de comprimento rb.

A reta que liga as extremidades livres dos segmentos b e rb encontra o pro-
longamento de a num ponto que dista exatamente S da primeira extremidade
de a.

A figura ao lado diz mais do que
as palavras acima.

Explicacao: os triangulos de ba-

ses b e rb na figura ao lado sao se- b

melhantes. A razao de semelhanca rb

é r. Logo o segmento adjacente a a a rs

mede rS. Ou seja, x___é_ﬁ—-—*

S=a+rS, donde

a
S=_—" —a+ar+ar’+...
1-r
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Teste o seu conhecimento

1. Das sequéncias abaixo, assinale aquelas que representam Progressdes Ge-

ométricas.
a) (4,12, 36, 108,..) d) 3+/2, 6, 6\/_ 12,.
b) (- 2,8, -32,128,.) )y (1,-1,1,-1,1,

c)(3,9,15,21,..) fzf 3[ 43 ..

2. Calcule a razdo de cada uma das Progressdes Geométricas e, em seguida,
classifique-as em crescente, decrescente ou constante.

a) (1,4, 16, 64, ..) d) l,_—l,i,_—l,...
312 48 192
b) (21 21 2! 21 ) e) (11_21 41 _81 ---)
o222 . f(3,-6,-12..)
222 2

3. Escreva as seguintes Progressdes Geométricas:

a) de seis termos, sendoa, =4eq= Z ;
3
b) de cinco termos, sendoa, = — eq=2;

[OSH N S

c) de cinco termos, sendoa, =-3eq=
d) de quatro termos, sendoa, =-1eq=-5.
4. Qual é o quinto termo da P.G. (20, 10, 5,...)?

5. Determine o décimo termo da PG. (1, 2, 4,...).

1
6. Determine o primeiro termodaPG.em quea,=Teq= —.
7.Qual arazao de umaPG.em quea, =-3 ea, =-768?

8. Qual é a ordem do termo igual a 192 na PG. (3, 6, 12,...)?

1 1
9. Qual é a ordem do termo igual a 125 na PG. (2—5,?1,...}?
10. Determine o valor de x de modo que a sequéncia (6, x, 24) forme, nessa
ordem, uma P.G. crescente.

11. Dada uma PG. finita (a,, a,, a,,..., a,;) de modo que a, =2 e a, = 6, pergun-

1 1
ta-se se é correta a igualdade (alo )8 = 3.(2)8 . Justifique sua resposta.

12. Ache trés numeros em P.G. crescente, sendo 31 a sua soma e 125 o seu
produto.

13. A soma de trés nimeros em P.G. é 35 e a diferenca entre o primeiro e o
terceiro é 15. Determine os trés numeros.

14. Escreva a PG. crescente naquala, +a,=9ea, +a,=15.

15. Insira seis meios geométricos reais entre 640 e 5.
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16. Interpole cinco meios geométricos entre g e 486.
17. Quantos meios se deve intercalar entre 78.125 e 128 para obter uma P.G.
2
derazdo — ?
5
18. Calcule a soma dos nove primeiros termos da P.G (3, 6, 12...).

19. Calcule a soma dos cinco primeiros termos de uma P.G., sabendo que o
quinto termo é 162 e que a razao é igual a 3.

20. Determine a soma dos seis primeiros termos de uma P.G. em que o sexto
termo é 160 e a razao é igual a 2.

21. Determine a soma dos dez primeiros termos de uma P.G. em que o déci-
mo termo éigual a 1 e arazdo éigual a-1.

22. Determine x de modo que a sequéncia (3X 1 34-x 3 ) seja uma PG.

23. Determine o numero de termos de uma PG.naquala, =4,g=2eS_ =
2044.

24. Determine o nimero de termos de uma PG.naquala, =3 eS =3069 e
eq=2.

25. Que numero deve ser somado a 2,4 e 7, nessa ordem, a fim de obtermos
uma P.G.?

26. A sequéncia (x, 3, 7) ¢ uma PA. e a sequéncia (x - 1, 6, y) € uma P.G. Quais
sdao os valoresde x e y?

27.Se a sequéncia (a, b, ¢) ¢ ao mesmo tempo P.A. e P.G., mostre que, entao,
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necessariamente,a=b =c.
Gabarito

1.a,b,d, e
2.a) q=4 crescente; b)qg =1 constante; C) q = 3 crescente;
dqg= Z nao tem classificacdo; e)q=-2 ndo tem classificacao;

f) g = 2 decrescente.

apalar Lt L L L gee(323356],
4°16 64 256 842
opG.| 3,2, =4 =8 Z16} . d) PG. (-1,5,-25, 125).
37927
4.a, =125
5.a,,=512
6.a,= 128

7.9=4+2ouq=-2.
8. Sétimo termo, ou seja, n=7.
9. Sexto termo, ou seja, n = 6.
10.x=12
11. Aligualdade é falsa.
12.PG. (1,5, 25)
13.PG. (5,10, 20)
14.PG.(3,6,12,.).

1

15.9= —.
973

16. PG. [%, 2,6,18,54,162, 486) .

17.6 meios.
18.5,=1533
19.5,=242
20.5,=315
21.5,,=0
22.4/3
23.n=9
24.n=10
25.n=2

26.x=-1ey=-18
27. Aigualdade é verificada.
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Contagem

4.1. Principio Fundamental da Contagem

Principio Fundamental da Contagem é o mesmo que a Regra do Pro-

duto, um principio combinatério que indica quantas vezes e as diferentes
formas que um acontecimento pode ocorrer. O acontecimento é formado por
dois estagios caracterizados como sucessivos e independentes:

« O primeiro estagio pode ocorrer de m modos distintos.

« O segundo estagio pode ocorrer de n modos distintos.

Desse modo, podemos dizer que o numero de formas diferentes que pode
ocorrer em um acontecimento é igual ao produto m.n.

Cada um dos exemplos a seguir mostra todas as possibilidades de ocorrer
um experimento.

Exemplo 1: Quantos sao os numeros naturais de dois algarismos multiplos
de 5?

Resolucdo: Como zero a esquerda de um numero ndo é significativo, para
que tenhamos um numero natural com dois algarismos, ele deve comecar com
um digito de 1 a 9 e, portanto, temos nove possibilidades. Mas para que seja
multiplo de 5, o nimero deve terminar em 0 ou 5. Portanto, temos apenas duas
possibilidades. Dessa forma,

9x2=18,
Ou seja, sao 18 os numeros naturais de dois algarismos que sao multiplos de

Exemplo 2: Ao langarmos uma moeda e um dado temos as seguintes possi-
bilidades:

Moeda: cara ou coroa (duas possibilidades)
Dado: 1, 2,3, 4,5, 6 (seis possibilidades)

Diante disso, vemos que o evento tem duas etapas com duas possibilidades
em uma e seis em outra, totalizando 2 x 6 = 12 possibilidades.

Exemplo 3: Com cinco homens e cinco mulheres, de quantos modos pode-se
formar um casal?

Resolucdo: Formar um casal equivale a tomar as decisdes:

D1: Escolha do homem (cinco modos)
D2: Escolha da mulher (cinco modos)

Portanto, ha 5 x 5 = 25 modos de formar um casal.

Exemplo 4: Marina tem cinco blusas e duas saias. De quantas maneiras dife-
rentes ela pode se vestir com essas roupas?

Resolucdo: Variar as blusas com as saias equivale as op¢des:

D1: Escolher uma blusa (5 modos)
D2: Escolher uma saia (2 modos)

Portanto, ha 5 x 2 = 10 modos diferentes de se vestir de maneira diferente.

Exemplo 5: Renato, José e Cristina disputam um torneio de xadrez no qual
sao atribuidos prémios ao campedo e ao vice-campeao. Quais sdo as premiagoes
possiveis?

Maddulo
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Resolucdo: Premiar um campeao e um vice-campeao entre os trés partici-
pantes equivale as possibilidades:

D1: Premiar um campeao (trés possibilidades)
D2: Premiar um vice-campeao (duas possibilidades, pois temos que descar-
tar o campeao)

Portanto, existem 3 x 2 = 6 premiacdes possiveis. Tais possibilidades estao
descritas abaixo:

Campeao Vice-campeao
Renato ---------- José

Renato ---------- Cristina
Jos@--mmmmmmeeee Renato
José-------mmmnn- Cristina
Cristina---------- Renato
Cristina---------- José

P Generalizacdo: Um acontecimento é formado por k estagios sucessi-
vos e independentes, comn,, n,, n,, .., n,possibilidades para cada. O total

de maneiras distintas de ocorrer este acontecimento é n.n.n.....n.

Exemplo 6: Em quantas ordens diferentes quatro pessoas podem se sentar
num sofa de quatro lugares?

Resolucdo: Temos as seguintes possibilidades:

-Primeiro lugar: 4 possibilidades.

-Segundo lugar: 3 possibilidades, descartando a pessoa que se sentou pri-
meiro lugar.

-Terceiro lugar: 2 possibilidades, descartando as pessoas que se sentaram
no primeiro e no segundo lugares.

-Quarto lugar: 1 possibilidade, descartando as pessoas que se sentaram no
primeiro, segundo e terceiro lugares.

Assim,
4x3x2x1=24
Logo, existem 24 maneiras diferentes de quatro pessoas se sentarem em
quatro lugares distintos.

4.2, Fatorial

Seja n>2 um numero natural, definimos o fatorial de um ndmero do
seguinte modo:
nl=n..n-1)..n-2).....1,
onde:

« aleitura do simbolo n! é:“n fatorial”
« nlé o produto de todos os nimeros naturais de 1 até n;
« Definimos:0'=1e1!=1.

Exemplo: Calcule:

a)2!=2.1=2.
b)3!=3.2.1=6.
Q2'+31=21+321=2+6=8.
8! 8! 1
d —= = — , simplificando o 8! do numerador com o do denomina-

dor. 9! 98! 9
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) n!  n(n-1)!
“@-n (-1)!

minador.

= n, simplificando (n - 1)! do numerador com o deno-

4.3. Um fato curioso

A histéria comeca quando, no outro dia, ouvia um colega, professor de His-
téria, conversando com os alunos de uma turma da 3.2 série do ensino médio.
Todos eleitores, naturalmente. Perguntava esse meu colega em quem eles vota-
riam no segundo turno nas diversas hipéteses que ele iria apresentar.

Depois de muita confusdao e nenhuma concluséo, ele resolveu considerar
apenas os trés candidatos mais cotados, que chamarei aqui de A, Be C. O meu
colega perguntou, entao, para a turma em quem eles votariam se A e B fossem
para o segundo turno. E a maioria da turma votaria em A. Em seguida, ele per-
guntou em quem votariam se B e C fossem para o segundo turno. E agora a
maioria da turma votaria em B. Dando-se por satisfeito, o professor resolveu en-
cerrar a pesquisa e comecar a aula, mas foi interpelado por um aluno que lhe
perguntou se ele nao iria propor a hipotese de A e Cirem para o segundo turno.
Esse colega respondeu que nao havia necessidade dessa pergunta porque natu-
ralmente A ganharia “de barbada”.

A aula comecou e eu me retirei para pensar neste caso. Na realidade, por
incrivel que pareca, o professor estava errado. Ele ndo poderia concluir que a
maioria da turma deveria preferir A a C. Para mostrar que o raciocinio do colega
é falso, imaginemos que num grupo de pessoas, a disputa entre A, B e C seja
equilibrada da seguinte forma:

1/3 das pessoas desse grupo tem preferéncia por A, B e C nesta ordem, 1/3
das pessoas tem preferéncia por B, C e A nesta ordem e o restante por C, Ae B
nesta ordem.

Veja entdo o quadro abaixo:

[1.0  2.° 3.°
1/3[A B C
1/3(B C A
1/3|C A B

Se este grupo for submetido as perguntas feitas pelo meu caro colega, vere-
mos que, na decisdo entre A e B, 2/3 preferirdo A; tendo que optar entre Be C, 2/3
preferirdo B; mas, supreendentemente, se a decisao for entre A e C, 2/3 preferirao
C. O aluno est4, portanto, certo, e a terceira pergunta deveria ter sido feita.

Temos aqui um exemplo de uma relacdo que, intuitivamente, esperamos ser
transitiva, mas que, na realidade, nao é.

Teste os seus Conhecimentos

1. Em um baile ha 12 mocas e 8 rapazes. Quantos casais podem ser forma-
dos?

2. Paulo vai a um clube no qual existem 4 portas de entrada que ddo acesso a
2 elevadores. Ele pretende ir ao 6° andar. De quantas maneiras diferentes podera
fazé-lo?

3. Um rapaz possui 4 bermudas e 3 camisas. De quantos modos diferentes
ele pode se vestir com essas roupas?

4. De quantos modos 3 pessoas podem se sentar num sofa de 5 lugares?
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5. Uma pessoa possui 8 envelopes diferentes e 5 selos. De quantos modos
diferentes ela pode enviar uma carta utilizando 1 envelope e 1 selo?

6. Quantos numeros impares de dois algarismos podem ser formados no sis-
tema decimal?

7. Quantos numeros naturais pares de dois algarismos podem ser formados?

8. Sabendo que numeros de telefone ndao comecam com 0 e nem com 1,
calcule quantos diferentes nimeros de telefone podem ser formados com 7 al-
garismos.

9. Uma moeda é lancada trés vezes. Qual o nimero de sequéncias possiveis
de cara e coroa?

10. Calcule o valor dos numeros fatoriais:
a)7!

b) 2! + 3!

c) 6!

d) 2! 3!

e) 0! 5!

11. Simplifique as expressoes:

! ! ! 141
a 10! b 15! c 6! d)8'4'
7! 13! 512! 6!
x! (n+1)! (n—1)+(n-2)!

e)——— f)———— 9)
(x-2)! n! n!

12.Se (x + 1) = 3(x!), entao x é igual a:

c-ad
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1. 48 casais.

2. 8 maneiras diferentes.

3. 12 modos diferentes.

4. 60 maneiras.

5.40 modos.

6. 45 numeros.

7.45 numeros.

8.8x10°

9. 8 sequéncias possiveis.

10. a) 5040; b)8;, )720; d)12; e)120;
11.a)720; b)210; <) 3; d)1344; e)x(x-1);
12.letra b)

Gabarito
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Analise Combinatodria

5.1. Introducao

Foi a necessidade de calcular o niumero de possibilidades existentes nos cha-
mados jogos de azar que levou ao desenvolvimento da Andlise Combinatéria,
parte da Matematica que estuda os métodos de contagem.

A andlise combinatéria tem por objetivo resolver problemas que con-
[ sistem, basicamente, em escolher e agrupar os elementos de um conjun-
to, ou que permitam contar o numero de elementos de um conjunto, sen-

do esses elementos agrupamentos formados sob certas condigdes.

Problema: Dado o conjunto B dos algarismos B = {1, 2, 3, 4}. Qual a quanti-
dade de numeros naturais de trés algarismos que podemos formar utilizando os
elementos do grupo B?

Esse é um tipo de problema de andlise combinatéria, pois teremos que for-
mar agrupamentos, nesse caso, formar numeros de 3 algarismos, ou seja, formar
agrupamentos com os elementos do conjunto B tomados de 3 em 3.

Veja como resolveriamos esse problema sem a utilizacdao de critérios ou fér-
mulas que o estudo da andlise combinatoéria pode nos fornecer.

:' 37123 :‘3 — 213
2 14— 124 1 4 — 214

22— 132 1T— 23

1 / 3 / 4— 134 2/ 3 / 4— 234

\ 2 142 \ 11— 241

44 3 143 44 3 242

2 32 iZ — 412

1 4 4__ 314 1 3 — M3

/ 1321 / / 1— 421

3 2 / 4 324 4 2 3 423

1 M \ 1 43

4/ 2 342 34 2 432

O esquema construido acima representa todos os nimeros naturais de 3

algarismos que podemos formar com os algarismos 1, 2, 3, 4. Portanto, é possivel
formar 24 agrupamentos.

Para descobrir a quantidade de agrupamentos possiveis ndo é necessario
montar todo esse esquema. Basta utilizar o estudo da andlise combinatéria que
divide os agrupamentos em Arranjos simples, Combinacdes simples, Permuta-
¢oes simples e Permutacdes com elementos repetidos. Cada uma dessas divi-
sdes apresenta uma férmula e uma maneira diferente de identificacao.

A primeira vista, pode parecer desnecessaria a existéncia desses métodos.
De fato, é verdade, se o nimero de elementos que queremos contar for peque-

no. Caso contrdrio, esse trabalho torna-se praticamente impossivel sem o uso de
métodos especiais.

Maddulo
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Vejamos alguns exemplos. Usaremos a notacdao n(M) para indicar os nime-
ros de elementos de um conjunto M.

Exemplo 1: A é o conjunto dos nimeros de dois algarismos distintos forma-
dos a partir dos digitos 2,3 e 4.

A ={23,24, 32,34, 42, 43}, entdo n(A) = 6.

Exemplo 2: B é o conjunto das sequéncias de letras que se obtém, mudando-
-se a ordem das letras da palavra ITA (ou seja, os anagramas da palavra ITA).

B ={ITA, IAT, AIT, ATI, TAI, TIA}, entdo n(B) = 6.

Exemplo 3: Determinar quantos anagramas podem ser formados com o uso
das quatro letras da palavra BLOG.

Resolucdo: Uma das formas de se demonstrar que existem 6 possibilidades
de anagramas iniciados com a letra B (BLOG, BLGO, BOLG, BOGL, BGOL e BGLO) é
apresentada no diagrama abaixo:
:
’ : Q g ‘
0 G ; G 0 L
o 0 o ot L o]

—— —— —— ——
BLOG BLGD BOLG BOGL BGOL BGELO

O uso do mesmo raciocinio para as demais letras (L, O e G) nos permite con-
cluir que o numero de possibilidades é igual a 24 (4 x 6).

5.2. Permutacao Simples

Permutacao simples sdo os agrupamentos de um determinado nimero de
elementos variando apenas sua ordem.

O numero de agrupamentos de uma permutacao simples de n elementos é
dado por n!, ou seja, P_ = nl.

Exemplo 1: Considere o conjunto A = {x, y, z}. Determine a permutagao dos 3
elementos distintos.

Resolugao: Permutar os 3 elementos distintos de A = {x, y, z} é determinar
todos os agrupamentos possiveis com os 3 elementos, variando a ordem. Entao,
temos:

X ¥, 2); (%, Z, y); (y, X, 2); (¥, 2, X); (z, X, Y); (2, Y, X).

Observe que o numero de permutacdes simples é igual a 6. Note que para a
primeira posicao ha trés possibilidades (qualquer uma das letras), para a segun-
da sobram duas letras (2 possibilidades) e para a terceira posi¢ao temos sé uma
letra ainda nao usada. Portanto, o nimero de permutag¢des simples de 3 elemen-
tos no exemplo acima é:

P,=3!=32.1=6

Exemplo 2: Qual o nimero de anagramas da palavra LAPIS, ou seja, quantas
palavras com as mesmas letras da palavra LAPIS podem ser formadas?

Resolucdo: Como a palavra LAPIS tem 5 letras, basta calcular:
P,=5!=54321=120

Assim, o numero de anagramas da palavra LAPIS é 120.

Exemplo 3: Da palavra LIVRO:

a) Quantos sao 0s anagramas que comeg¢am com vogal?
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Resolucdo: Comecando com vogal, pode ser:
l____ ___ ou
o_____ __

Entao,

2P,=2(432.1)=48

Onde o numero 2 indica a quantidade de vogais que pode iniciar a palavra e
P, a permutacao das outras 4 letras. Assim, sao 48 os anagramas que comegam
com vogal.

b) Quantos sao os anagramas que comeg¢am com consoante?

Resolucao: Comecando com consoante, pode ser:
L

v
R _
Entao,

3.P,=3.43.2.1)=72,

Onde o numero 3 indica a quantidade de consoantes que pode iniciar a pa-
lavra e P, a permutacao das outras 4 letras. Assim, sdo 72 os anagramas que co-
megam com consoante.

5.3. Permutacao com Elementos Repetidos

Se formos fazer permutacdes com n elementos, mas existe um elemento re-
petido‘a’vezes, outro ‘b’ vezes, outro ‘c’ vezes, etc., 0 numero de possibilidades de
permutacdes sera dado por:

P(a,b,c) — n!
" alblc!

Exemplo: Determine o nimero de anagramas (combinacdes de letras que
formam palavras com ou sem sentido) que podemos criar com PATA e com MA-
CACA.

Resolucao:

a) A palavra PATA tem 4 letras com a letra A se repetindo 2 vezes, entdo:
4! 432!
Pj=—=—"=43=12
2! 2!
Assim, sdao 12 os anagramas com a palavra PATA.

b) A palavra MACACA é tem 6 letras, com a letra A se repetindo 3 vezes e a
letra C se repetindo 2 vezes, entdo:

Gy _ 6! 65430 654
© 301 ==""=60
3121 3121 2

Assim, sao 60 os anagramas com a palavra MACACA.

‘ 5.4. Arranjo Simples

A analise combinatoria estuda dois tipos de agrupamentos: Arranjos e
o combinagobes. Arranjos sao agrupamentos que a ordem dos seus elemen-
tos faz a diferenca.

Exemplo: Os nimeros de trés algarismos formados pelos elementos {1, 2, 3}
sao:
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312,321,132, 123, 213, 231

Esse agrupamento é um arranjo, pois a ordem dos elementos 1, 2 e 3 dife-
rem. E é considerado simples, pois os elementos nao se repetem.

O arranjo simples é todo agrupamento de ‘p’ elementos distintos, podendo
variar a ordem em que aparecem.

Exemplo: Dado o conjunto B = {5, 6, 7}, veja os possiveis agrupamentos for-
mados com 2 elementos de B.

/E — 56
5 7 57
/5 — 65
6 7 67
/5 — 75
7 6 76

Entdo, os agrupamentos formados com 2 elementos do conjunto B sao: 56,
57,65,67,75,76.Tal agrupamento é formado por arranjos simples pelos elemen-
tos do conjunto B. Neste exemplo, percebemos que é possivel formar 6 arranjos,
quantidade que pode ser representada da seguinte forma: (trés elementos dis-
tintos formados de dois a dois).

O numero total de arranjos de 'n’elementos e taxa ‘p’é dado por:
n!
A=
P (n-p)!

Exemplo 1: Quantos anagramas de trés letras distintas podem ser formados
pelo nosso alfabeto (com 26 letras)?

Resolucao: Como as letras ndo podem se repetir, teremos, entao:

A — 260 _ 26! _ 26.2524.23
26,3 - -
(26-3)! 23! 23!

=26.25.24 = 15600

Assim, sdo 15600 os anagramas que podem ser formados.

Exemplo 2: De um baralho de 52 cartas, 3 delas sao retiradas sucessivamente
e sem reposi¢ao. Quantas sequéncias de cartas sao possiveis de se obter?

Resolucao: Notemos que cada resultado é uma tripla ordenada de cartas
(x,y,z), onde x é a 12 carta extraida, y a 22 carta e za 32.0bservemos que X,y,z sao
todas distintas, visto que a extracdo é feita sem reposicao.

_ 520 521 52.51.50.49!

Ay, = =22 = =52.51.50 = 132600
3 (52-3)1 491 491

Assim, podemos ter 132600 sequéncias de cartas possiveis.

5.5. Arranjo com Elementos Repetidos

Seja M um conjunto com m elementos, isto €, M=1{a , a,, a,...a_}. Chamamos
de arranjo com repeticao de m elementos, tomados r a r, toda r-upla ordenada
(sequéncia de tamanho r) formada com elementos de M ndo necessariamente
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distintos e denotamos por (AR)mr 0 numero de arranjos com repeticdo forma-
dos, cuja formula é dada abaixo:

(AR),.= m"

Exemplo: Uma urna contém uma bola vermelha (V), uma branca (B) e uma
azul (A). Uma delas é extraida, observada sua cor e reposta na urna. Em seguida,
outra bola é extraida e observada sua cor. Quantas sdo as possiveis sequéncias
de cores observadas?

Resolucdo: Cada sequéncia é um par ordenado de cores (x, y) onde x e y séao
numeros naturais, M = {V, B, A}. Logo, o nimero de pares é:

(AR),, =3 =9

Assim, sdo 9 as sequéncias de cores observadas.

5.6. Combinacao

Combinacao sao todos os agrupamentos de p elementos que podemos for-
mar com n elementos distintos, ou seja, sé é usada quando nao ha repeticao de
membros dentro do conjunto.

O numero total de agrupamentos de ‘n’elementos é dado por:
C,,=———,sendop<n
P ! =
p!(n—p)!
Exemplo 1: De quantas formas distintas podemos escolher dois elementos
do conjunto A =1{2, 4, 6}?7
Resolugao: Como queremos elementos distintos, entao:

31 31 3213

Cy, = oM
2T -2) 20! 20! 1

Assim, é possivel escolher 3 elementos distintos, sendo eles: ab, ac e bc.

Exemplo 2: Deseja-se formar uma comissao de trés membros e dispde-se de
10 funcionarios. Quantas comissdes podem ser formadas?

Resolucao: Note que cada comissao é um subconjunto de trés elementos.
Entado:

c _ 100 _ 100 _10987!_109.8 _ 720
93 31(10-3)1 317! 317! 3.2.1 6

Assim, sao 120 as comissdes que podem ser formadas.

=120

Exemplo 3: Com 5 homens e 4 mulheres, quantas comissdes de 5 pessoas,
com exatamente 3 homens, podem ser formadas?

Resolucdo: Para formar a comissao devemos escolher 3 dos homens e 2 das
mulheres. O nimero de homens é dado por:

| | |
.o St 5L _5431 20,
TU3I5-3) 3120 3120 2

E o numero de mulheres:

41 41 432! 12

C .= = =
“2214-2)0 2120 2121 2
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Sendo o numero de comissdes dado por:
C,;.C,, =10.6=60

Assim, sdo 60 as comissoes que podem ser formadas com 3 homens e 2 mu-
Iheres.

5.7. Analisando a Sorte

“Se eu estiver disposto a jogar 28 reais, ¢ melhor fazer um unico jogo de 8 deze-
nas ou vinte e oito jogos de 6 dezenas?”

Essa é uma questao interessante, pois, embora as duas formas de jogar sejam
equivalentes (supondo 28 jogos distintos de 6 dezenas) no que diz respeito a
sena, isso nao é verdade com relacdo a quadra e a quina. De fato, com um Unico

8\ (5
jogo de 8 dezenas existirao (SJ( { j = 2912 resultados possiveis que dardo o

prémio da quina ao apostador. Com um Unico jogo de 6 dezenas, o apostador
6) (54
tera [5}( ! j = 324 resultados contendo uma quina.

Se 0s 28 jogos ndo tiverem nenhuma quina em comum, o total de resultados
favordaveis serd igual a 28x324 =9072. A probabilidade de acertarmos uma quina
com o segundo sistema é mais do que trés vezes maior do que com o primeiro.
Essa diferenca &, pelo menos parcialmente, compensada pelo fato de que, acer-
tando uma quina com o jogo de 8 dezenas, receberemos trés vezes o valor do
prémio. Os mesmos célculos efetuados para a quadra mostram que, com um
jogo de 8 dezenas, nés teremos 92.820 resultados favoraveis e com 28 jogos de 6
dezenas (que nao tenham quadras em comum) nés teremos 601.020 resultados
favordaveis, o que nos da uma probabilidade que é aproximadamente 6,5 vezes
maior. Uma vez mais vale a pena observar que, se acertarmos a quadra com o
jogo de 8 dezenas, receberemos 6 vezes o valor do prémio.

Teste o seu conhecimento

1. Da palavra ADESIVO;

a) quantos sdo os anagramas que podemos formar com as letras Sl juntas e
nessa ordem?

b) quantos sao os anagramas que podemos formar come¢ando com a letra
D e terminando com a letra V?

2. Quantos anagramas da palavra FUVEST possuem as vogais juntas?
3. De quantos modos 6 pessoas podem se sentar em 6 cadeiras, em fila?

4. Os anagramas da palavra EDUCATIVO que comecam com vogal e termi-
nam com consoante sao em numero de:

a)P, bP, PP.P, d)2P, e)20P,

9 7

5. Qual é o numero de anagramas que podemos formar com as letras da
palavra URUGUAI?

6. De quantos modos podemos estacionar 20 automdveis em 3 garagens,
sabendo que na primeira cabem 10 automdveis; na segunda, 6, e na terceira, 4?7

7. De quantos modos podemos dividir 8 objetos em um grupo de 5 e um de
3 objetos?

([
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8. Quantos numeros de trés algarismos distintos podemos formar com os
elementos do conjunto E={1, 2, 3,4, 5}?

9. Duas pessoas entram num Onibus que tem 7 lugares vagos. De quantas
maneiras diferentes as 2 pessoas podem ocupar esses lugares?

10. Joana deseja pintar a palavra MANIA em um cartaz de publicidade, usan-
do uma cor em cada letra. De quantos modos isso pode ser feito, se ela dispoe
de 8 cores de tinta?

11. Com o conjunto A ={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, quantos nimeros pares de 4 alga-
rismos distintos podemos formar?

12. Quantas comissdes de 4 mulheres e 3 homens podem ser formadas com
10 mulheres e 8 homens?

13.Numa grande competicao de Férmula 1, participarao 20 pilotos e somen-
te 0s 6 primeiros marcarao pontos.Quantas sdo as possibilidades de classificacdo
nos 6 primeiros lugares?

14. Calcule quantos numeros multiplos de 3, de 4 algarismos distintos, po-
dem ser formados com 2,3, 4,6 e9.

15. Seis pessoas decidem formar 2 comissdes com 3 pessoas cada. De quan-
tas formas diferentes isso pode ser feito?

16. Num grupo de 10 professores de Matematica, 4 irdo a um concurso. Cal-
cular quantos grupos sera possivel formar.

17. Quantos grupos diferentes de 4 lampadas podem ficar acesos num gal-
pao que tem 10 lampadas?

18. Quantos subconjuntos de 4 elementos possuem um conjunto de 6 ele-
mentos?

19. Quantos produtos de 2 fatores podemos obter com os divisores naturais
do numero 12?

20. De uma baralho de 52 cartas, sdo extraidas 4 cartas sucessivamente e sem
reposicao.Qual o numero de resultados possiveis, se ndo levarmos em conta a
ordem das cartas extraidas?
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Gabarito
1.a) 720 anagramas  b) 120 anagramas
2.240 anagramas
3.720 modos
4.letrae)
5.840 anagramas
6.20!110!6!4!
7.56 modos
8.60 numeros
9.42 maneiras
10. 6720 maneiras
11.360 numeros
12.11760 comissdes
13.20114!
14.72 nimeros
15.20 maneiras
16.210 grupos
17.210 grupos
18. 15 subconjuntos
19. 15 produtos
20.270725 resultados
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Trigonometria

6.1. Introducao

A palavra Trigonometria é formada por trés radicais gregos: tri (trés), gonos
(@ngulos) e metron (medir). Dai, vem seu significado mais amplo: Medida dos
Triangulos. Assim, pelo estudo da Trigonometria, podemos calcular as medidas
dos elementos do triangulo (lados e dngulos). Introduzimos, aqui, alguns concei-
tos relacionados com a Trigonometria no triangulo retangulo.

A trigonometria possui uma infinidade de aplicacdes préticas. Desde a anti-
guidade, ela ja era usada para obter distancias impossiveis de serem calculadas
por métodos comuns. Com o uso de triangulos semelhantes, podemos calcular
distancias inacessiveis, como a altura de uma torre ou de uma piramide, a distan-
cia entre duas ilhas, o raio da terra e a largura de um rio, entre outras.

6.2. Angulos

Um angulo é caracterizado por um par de semirretas de origem no mesmo
ponto.

- Vértice O;
0 - angulo rOs ou sOr;
« lados formados pelas semiretas Or e Os;

A unidade usual de medida de angulo, de acordo com o sistema internacio-
nal de medidas, é o grau, representado pelo simbolo °.
Temos que 1° (grau) equivale a 60’ (minutos) e 1’ equivale a 60”(segundos).

Os angulos podem ser classificados como:

«  Angulo Nulo: é um angulo de medida 0° (seus lados sao semirretas coin-
cidentes);

«  Angulo Agudo: é um angulo de medida entre 0° e 90°;

«  Angulo Reto: é um angulo de medida 90

«  Angulo Obtuso: é um angulo de medida entre 90° e 1809;

«  Angulo Raso: é um angulo de medida 180° (seus lados sdo semirretas
opostas).

SN

agudo reto obtuso raso

- Quando dois angulos somam 90°, eles sao chamados dngulos complemen-
tares;,

- quando dois angulos somam 180¢°, eles sao chamados dngulos suplemen-
tares.

6.3. Triangulos Retangulos - Elementos Principais

Sabemos que um triangulo é retangulo quando um de seus angulos inter-
nos é reto, ou seja, igual a 90°. Podemos estabelecer razdes entre as medidas
dos seus lados: catetos (que formam o angulo reto) e a hipotenusa (que se opde

ao angulo reto). Consideremos um tridangulo ABC, retdngulo em A e um angulo
agudo B.
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A C B

Como é habitual, vamos utilizar a notacao seguinte para os elementos de um
triangulo ABC:

- Lados: AB,BA,AC

. Angulos internos: BAC,ABC,ACE .

« Medidas de angulos: A medida de BAC
B - medida de ABC
C = medida de ACB

+  Medidas de lados: a =medida de BC
b = medida de AC
c = medida de AB

As medidas (na mesma unidade) a, b e c sao, respectivamente, da hipotenu-
sa, do cateto oposto a B e do cateto adjacentea B

Observacao: Os nomes catetos e hipotenusa sao usados apenas em trian-
gulos retangulos.

6.4. O Teorema de Pitagoras

Em todo triangulo retangulo, o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos
quadrados dos catetos:

C

A C B

Em outras palavras, o Teorema de Pitadgoras nos diz que:

b*+ c*=a’
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Exemplo: Os catetos de um triangulo retangulo medem 8cm e 6cm. Quanto
mede a hipotenusa?

Resolucao: Trata-se de um triangulo retangulo, sendo os catetos b=8 cm e
¢=6 cm, calculamos a hipotenusa “a” aplicando o Teorema de Pitagoras:

a’=Db’+ c*=8°+6°=64 +36 =100 = a°=100 = a=10
6.5. Seno, Cosseno e Tangente no Triangulo Retangulo

Num triangulo retangulo podemos estabelecer razdes entre as medidas dos
seus lados: catetos (que formam o angulo reto), hipotenusa (que se opde ao an-
gulo reto) e angulos. Para isso, considere o triangulo retangulo abaixo:

C

5

A C B

1) Seno de um angulo agudo: O seno (sen) de um angulo agudo é dado
pelo quociente (razdo) entre o cateto oposto a esse angulo e a hipotenusa, ou
seja, se considerarmos um angulo a, obtemos a seguinte relacao:

medida do cateto oposto a a
medida da hipotenusa

seno o =

No triangulo acima temos:

~ b ~ C
senB = — esenC = —
a a

O seno de um determinado angulo agudo ndo depende do particular trian-
gulo retangulo tomado para calcula-lo. E importante observar que cada dngulo
agudo corresponde a um Unico valor do seno e, reciprocamente, a cada valor do
seno corresponde um Unico angulo agudo.

2) Cosseno de um angulo agudo: Num triangulo retangulo, o cosseno (cos)
de um angulo agudo é a razdo entre as medidas do cateto adjacente a esse an-
gulo e da hipotenusa, ou seja, considere um angulo a, obtemos entao:
medida do cateto adjacente a a

medida da hipotenusa

No triangulo retangulo acima temos:

cosseno(a) =

cosB = £ e cosC = b
a a
O cosseno de determinado angulo agudo também nao depende do particu-
lar triangulo retangulo tomado para calcula-lo e cada dngulo agudo corresponde
a um unico valor do cosseno e, reciprocamente, a cada valor do cosseno corres-
ponde um Unico angulo agudo.
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3) Tangente de um dangulo agudo: Num triangulo retangulo, a tangente (tg)
de um angulo agudo é a razao entre as medidas do cateto oposto e do cateto
adjacente a esse angulo. Considerando um angulo a, obtemos entao:

medida do cateto oposto a a
medida do cateto adjacente a a

tangente(a) =

No triangulo retangulo acima tiramos que:

tgé = E = Sen? eth = E = Sen?
C cosB b cosC

Exemplo 1:No triangulo retangulo ABC de catetos b =8 cm e c=6 cm e hipo-
tenusa a = 10 cm, temos para o angulo agudo C e B, respectivamente:

c B b 8
- =___=08 B==Z2=2"_1=08
senC =~ 10 : sen kT ,
b 8 c B
C=2=_-_=08 = =_"__=
Cos 210 , cosB T 0,6
tg¢-¢=-5_075 tgh= 2 = = =1333
C s&cm A g g ’

Exemplo 2: Determine o seno, cosseno e tangente do angulo a do triangulo
MNP.

Utilizamos, inicialmente, o teorema de Pitdgoras para determinar a medida
da hipotenusa m: m*= 62+ 9> = m= /117 =313

Assim,

6.6. Medida de Angulos Notaveis

1. O Angulo de 45°: Vamos calcular sen45°,c0s45° e tg45°. Para isso,
basta tomar um triangulo retangulo que apresente um angulo de 45°. Tal trian-
gulo pode ser obtido, tracando uma diagonal em um quadrado ABCD.

A X D A
4
X X I::> X d
1 43° 1 45"
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Se o quadrado tem lado x, sua diagonal d pode ser calculada aplicando-se o
teorema de Pitagoras.

d?=x2+x? > d?=2x2 = d=x/2
Do triangulo retangulo ABC, conclui-se que:

X X 1 \/5

sen4b’= — = —— = — = —;
d xv/2 2 2
X X 1 V2
cos4h’= —= —=——=—;
d xv/2 2 2
tg45° = 5 =1
X
Ou seja,
sen45° = g; cos45° = %; tg45° =1

2. 0s Angulos de 30° e 60°: Calculemos agora o seno, cosseno e a tangente
de 30° e 60°. Um triangulo retangulo com angulos de 30° e 60° pode ser obtido
tracando uma altura em um triangulo equilatero ABC. A altura CH pode ser a
bissetriz (divide C em duas partes de 30° cada uma) e mediana (divide AB em
duas partes iguais).

A A

B — H — C H

X
2 2 2
Se o triangulo ABC tem lado x, sua altura h pode ser determinada pelo teo-
rema de Pitdgoras:

2 2 2
X2= h2+ 5 = h2= X2_ X_ = h2= si =h= ﬂ
2 4 4 2

No triangulo retangulo HAC, obtém-se para o angulo A = 30°:

sen30° = ﬂ = 1
X 2
Cos3oo_n_L3/2_\/§
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1
ou seja, sen30° = —; cos30° =

E para o angulo C = 60°:

X 2
cos60° :ﬂ :1
X
h _ xJ3/2
tge0° = — = XN°/€ - 3
g x/2 x/2 \/—

J3

ou seja, sen60° = 7; cos60° =

Vamos resumir em uma tabela os resultados obtidos:

30° 45° 60°
Seno 1 W2 3
2 2 2
Cosseno NE) J2 1
2 2 2
Tangente N 1 3
3

A principal aplicacao das razdes trigonométricas esta na resolucao de pro-
blemas (situacdes praticas) que recaem em triangulos retangulos dos quais sao
conhecidos os angulos e um dos lados. Pela aplicacdo do seno, cosseno ou tan-
gente de um dos angulos, podemos determinar os demais lados do triangulo.

6.7. Angulos Complementares

Dois angulos sdao chamados complementares quando somam 90°. Assim,
sendo B e C as medidas de dois angulos complementares temos:

B+C=90° B=90°-C C=90°-B

Dizemos que B é o complemento de C (e que C é o complemento de B). Os
angulos agudos de um tridangulo retangulo sdao complementares. Note a figura:

c-ad
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A C B

Observamos que:

senB = g e cosC = g, logo senB = cosC

c c
cosB = — e senC = —, logo cosB =senC
a a

Podemos, entao, enunciar a propriedade seguinte: o seno de um angulo
agudo é igual ao cosseno do seu complemento. O cosseno de um angulo agudo
é igual ao seno do seu complemento. Uma vez que o complemento de B é 90° -
C, temos que:

senB = cos(90°- C) e cosC = sen(90°- B)
6.8. Angulos Suplementares

Os valores dos senos de dois angulos suplementares coincidem, isto &, sen
(180° - x) = sen x, sendo x a medida de um angulo qualquer.

Exemplo: Sendo x = 60°, temos:

3

sen x =sen 60° = —; esen (180 - x) =sen 120° = sen 60° = —2

Os valores dos cossenos de dois angulos suplementares diferem apenas no
sinal, ou seja, cos (180 - x) =- cos X.

Exemplo: Sendo x = 45°, temos:

2 2
Cos X =cos 45°= —— e cos (180° - x) = cos 135° =- cos 45° = —£

2

Observacao: Para o caso particular de x = 90°, temos: sen 90°= 1 e cos 90°= 0.

6.9. Relacao Fundamental
Seja o triangulo ABC abaixo. Sabe-se, pelo Teorema de Pitagoras, que
b>+c?=a’.
C

[ 1
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1

Dividindo, membro a membro, por a2, obtemos:

Y
ol

=1 = sen”B ~cos- =1ou sen‘C ~cos-C =1

q 2 q 2 Il,_ a -rll 'I_‘_ a I,'
De maneira geral, podemos escrever, para um angulo x qualquer:
sen’x + cos’x =1

que é chamada Relagao Fundamental.
. 2 2 2
Convém notar que S€N~X = (senx)” # senx-.

Exemplo: Seja o angulo agudo x tal que cos x = 7/25. Determine sen x.

Resolucdo: Pela Relacao Fundamental sen’x + cos’x =1 , tiramos que:

2
sen’x + l =1 = sen’x=1- ﬁz ﬁ = sen x = J_rﬁ
25 625 625 25
. . 24 24
Portanto, existem dois valores para sen Xi —ou ——.
25 25

6.10. Propriedades Trigonométricas num Triangulo Qualquer

P1) Lei dos Senos: Considere o triangulo ABC de lados a, b, c:

C

A C B
Para esse triangulo podemos escrever:
a _ b _ ¢

senA senB senC

que é conhecida como lei dos senos. Essa lei determina que a razao entre
a medida de um lado e o seno do angulo oposto é constante em um mesmo
triangulo.

Exemplo 1: Vamos calcular os lados BCe AB no triangulo ABC da figura
abaixo:
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A
Resolugdo: Como a soma dos angulos de um triangulo é 180°, concluimos
que o angulo é 105°. Escrevemos:

6 _ BC _ AB 6 _ BC _ AB

= = =
sen30° send45° sen105° 0,5 0,7071 0,9659

Dai, tiramos que BC = 8,4852 e AB = 11,5908.

Exemplo 2: Na figura abaixo, sendo x a medida do lado EF do triangulo,
determinar os outros dois lados em funcéo de x.

D E
X

F

Resolucdo: Como a soma dos angulos de um triangulo é 180°, segue que
D=60°. Agora basta utilizar a lei dos senos:

x _ DE _ DF sen50° — sen70°
= = = = X. e DF = x.
sen60®° sen50° sen70° sen60° sen60°

ml
m

P2) Lei dos Cossenos: Considere um triangulo ABC qualquer de lados a, b e

G
A B
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Para esses triangulos, podemos escrever:
a’= b%+ c?- 2.b.c.cosA

A férmula acima é conhecida lei dos cossenos, que determina que em qual-
quer triangulo, o quadrado de um lado é igual a soma dos quadrados dos outros
dois, menos duas vezes o produto desses dois lados pelo cosseno do angulo
formado por eles.

Exemplo 1: Determine o valor de a no tridngulo abaixo:

B

A B8 G

Resolucado: Em relagao ao triangulo ABC acima, podemos aplicar a lei dos
cossenos para encontrar o valor de a:

1

a’?= 52+ 82— 2.5.8.c0s60° = a2:25+64—80.§ = a’=49 = a=7

Exemplo 2: Encontre o valor de y da figura abaixo:

C

3

A 2 B

Resolucdo: Aplicando a lei dos cossenos, obtemos:

2
(\/§) = 1+ 2%-2.1.2.cosy = 3 =15 -4cosy =

4cosy=2 = cosy=% = y=060°

Teste seu conhecimento

1. Comprove a Relacao Fundamental para x = 30°.

2. Calcular os elementos indicados na figura abaixo.

c-ad
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4. Em um triangulo retangulo, as projecdes dos catetos sobre a hipotenusa
medem 6 cm e 8 cm. Determine a altura relativa a hipotenusa desse triangulo.

5. Calcule a drea de um triangulo retangulo em que as projecdes dos catetos
sobre a hipotenusa medem, respectivamente, 4 e 9.

6. Qual é a area do triangulo ABC abaixo?

A X | y C

7. As medidas dos catetos de um triangulo sdao (x+5)cm e (x+1)cm e a hipote-
nusa (x + 9)cm. Determine o perimetro e a altura desse triangulo.

8. Calcule o perimetro do triangulo retangulo ABC da figura, sabendo que

cosazg e o segmento BC éiguala 10 m.

B
a
A C
9. Calcule a hipotenusa de um triangulo retangulo de perimetro 56 e altura
168
5

10. As raizes da equacdo x*- 14x + 48 = 0 expressam, em cm, as medidas
dos catetos de um triangulo retangulo. Nessas condicdes, determine a medida
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da hipotenusa.

11.Um triangulo isésceles tem base a=12 e estd inscrito numa circunferéncia
de diametro 2r=20. Calcule as medidas dos lados b e c do triangulo.

A

12. Calcule a altura de um triangulo isésceles, conhecendo o raio r = 5 da
circunferéncia circunscrita e a base a=8.

13. Calcule a altura do triangulo equilatero (lados iguais) dado abaixo:

14. Um aviao levanta véo sob um angulo de 30°. Depois de percorrer 8 km, o
aviao se encontra a uma altura de:

a) 2 km b) 3 km )4 km d) 5 km

15. Os lados de um triangulo retangulo em A, medem BC = x+4, AC=x-4 e
AB = x-5. Calcule x e determine a tangente de B.

16. Calcule o perimetro de um tridangulo isésceles, cuja base mede 616 mm e
forma angulos de 28° com os lados congruentes. Dados sen28° = 0,47; cos28° =
0,88 e tg28°=0,53.

17. Do alto de um farol, cuja altura é de 20m, avista-se um navio sob um an-
gulo de depressao de 30°. A que distancia, aproximadamente, o navio se acha do

farol? (Use \/§=1 ,73).

18. Uma escada faz um angulo de 30° com a parede vertical de um prédio, ao
tocar o topo distante 6m do solo. Determine o comprimento da escada.
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19. Calcule os catetos de um triangulo retangulo cuja hipotenusa mede 6 cm
e um dos angulos mede 60°.

20. Um observador vé um prédio, construido em terreno plano, sob um an-
gulo de 60°. Afastando-se do edificio mais 30m, passa a ver o edificio sob angulo
de 45°. Qual é altura do prédio?

Y

NN

45° £ 60°

A 30B £ X x

21.0s lados de um triangulo sdo 3, 4 e 6. O cosseno do maior angulo interno
desse triangulo vale:

a)11/24  b)-11/24 03/8 d)-3/8 e)-3/10

22. No triangulo a sequir determine os valores de x e y.
B
80
100 X

A 40° 607\ C

y

23. Em um triangulo, os lados de medidas 6x/§ cm e 8cm formam um angu-
lo de 30°. Determine a medida do terceiro lado.

24, Calcule os lados b e ¢ de um triangulo ABC no qual a = 10, B=30°C
=45

25. Quais sdo os angulos B e ¢ de um tridngulo ABC para o qual A = 15°,

V3 V2

senB = X2 esenC = X<
2 2

26. Calcule os angulos B e € de um tridngulo em que a=1, b=+/3 +1 e A
=15°.
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27. Calcule x indicado na figura:

0
y X
30° 60° [
100 |

28. As raizes da equacdo X°- 14x + 48 = 0 expressam, em centimetros, as
medidas dos catetos de um triangulo retangulo. Determine a medida da altu-
ra relativa a hipotenusa, o perimetro desse tridngulo e o seno do maior angulo
agudo.

29. Converta em radianos:

a) 45° b) 36° C) 2400 d) 600°
30. Converta em graus:

5n

a) %rad b) 2 rad o Trad d) 3r rad

I
3
31. Determine, em radianos, a medida do arco AB, de comprimento 10 cm,
contido na circunferéncia de raio 5 cm.

32. Determine, em radianos, a medida de um arco de circunferéncia, cujo
comprimento mede 30 cm, e o didametro dessa circunferéncia, 20 m.
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Gabarito
2.a=5;h=£;m=gen=ﬁ
5 5 5
3.a=29:b=3/5 ;m=5;: h=2J5
4. Altura = 4+/3
5.A = 39cm?
6.A=6.u.a

7. Perimetro = 48cm e Altura = 9,6cm
8. Perimetro = 24m

9. Hipotenusa = 25

10. Hipotenusa = 10cm
11.b=c =610
122h=8o0ouh=2

13.h =543

14. h = 4km

15.x=25eh=ﬂ
20

16. p = 1316 mm aproximadamente
17. Distancia de 11,53m

18. Comprimento de 43 i

19. Catetos iguaisa 3 e 33

3043

200h=———m
J3 -1
21.Letrab
22.x=73,56 e y=112,64

23. x = 247 cm

24.b = L ec= L

V6 +42 V6 +42

25.B =120° e € = 45°

26. B=45° e C=120° ou B=135° e C =30° h=4_8cm;
sena = 0,8; Perimetro = 24 cm;

27. x = 5043

28. h = 4,8cm; Perimetro = 24cm; sena = 0,8.

29.a)£rad b)Erad c)ﬂrad d)ﬁrad

4 5 3 3
30.a)30° b)120° €)225° d)540°
31.y=2rad

32. 3 rad
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Trigonometria no Circulo

7.1. Introducao

Utilizando os conhecimentos de senx, cosx e tgx, extraidos do triangulo
retangulo, vamos ampliar nosso estudo aplicando esses conceitos em arcos.

Arco de uma circunferéncia é um segmento qualquer da circunferén-
cia, limitado por dois de seus pontos distintos.

Exemplos:

Se quisermos comparar os “tamanhos” de dois arcos ABe CnD, somos natural-
mente levados a estabelecer um método que permita saber qual deles é o maior
ou se sdo iguais. Este problema é resolvido estabelecendo-se um método para
medir arcos.

Consideremos um arcg\AnB e um arco unitdrio u (ndo-nulo e de mesmo raio).
Ao compararmos o arco AB com o arco u (ao determinarmos quantas vezes o
arco u cabe no arco AB), estamos medindo o0 comprimento do arco AB na unida-
de u. Na figura abaixo, u cabe seis vezes em AB. Entao:

med (AnB) =6u

n
Lemos: a medida do arco AB é igual a seis na unidade u.

Medidas de um arco AB em relacdo a um arco unitario u (u ndo nulo e de
mesmo raio que AB) é o nimero real que exprime quantas vezes o arcou “cabe”
no arco AB. Assim, na figura ag lado, o arco u cabe 6 vezes no arco AB entdo a
medida do arco AB é 6, isto &, AB= 6.arco u.

Para evitar as confusdes gue ocorreriam se cada um escolhesse uma unidade
u para medir o mesmo arco AB, limitamos as unidades de arcos a apenas duas: o
grau e o radiano.

1) Grau ( °) : Dividimos a circunferéncia em 360 partes iguais e a cada arco

unitario, que corresponde a da circunferéncia, chamamos de grau. Entdo,

a circunferéncia mede 360 graus, que indicamos por 360°. Os submultiplos do
grau sao o minuto (") e o segundo (”).

1 grau = 60 minutos (1° = 60’)
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1 minuto = 60 segundos (1'=60")

2) Radiano (rad): Radiano é um arco unitario, cujo comprimento é igual ao
comprimento do raio de circunferéncia no qual esta contido.

1rad

Uma circunferéncia de raio r=1 possui como medida 2m radianos (2m rad).
Considerando uma circunferéncia com centro O e raio medindo r, um angulo

n
central AOB de medida Y, em radianos, e o correspondente arco AB contido
nesse angulo, podemos estabelecer a seguinte regra de trés:

r 1 - 1 B n
med (AB) y :m_;jm—med(m).l
Obtemos entao:
milin) |
V= 7 Oumed(AB) =y.r

Exemplo: Determine em radianos a medida do arco AB de comprimento 20
c¢m contido numa circunferéncia de didmetro 20 cm.
Resolucao: O raio é dado por:

[ = didametro _ 20 cm
2 2

Logo, a medida de , em radianos, é obtida por:

=10cm

_ med(AB) = 20 cm . y=2rad
10 cm
7.2. Ciclo Trigonomeétrico

Chamamos de ciclo trigonométrico toda circunferéncia orientada em que:

« O centro é a origem do plano cartesiano;
« Orraio (r) é unitario (r=1);

+ O sentido positivo é o anti-horario;

« O sentido negativo é o horario;

« O ponto A é a origem do ciclo trigonométrico. A localizacdo da extremi-
dade de um arco varia conforme o comprimento desse arco.




-ad Trigonometria no Circulo

B=90°

C=180 A=0° ou
A=360° X

o

D=270°

Os eixos cartesianos dividem o ciclo trigonométrico em quatro arcos, cada
qual contido em um quadrante. Um quadrante AP do ciclo trigonométrico, de

medida x, com 0° < x <360° ou 0 rad < x < 2x rad, tem a extremidade P per-
tencente a um dos quadrantes, conforme as desigualdades:

+ Xxestd no 1° quadrante se 0° < x < 909;

+  Xxestd no 2° quadrante se 90° < x < 180%

+  xestd no 3° quadrante se 180° < x < 270°%

+  Xxestd no4° quadrante se 270° < x < 360°.

Veja a figura abaixo:
y

B=90°

1° Quadrante
(1) A=0° ou

A=360° X

4° Quadrante
(Iv)

D=270°

7.3. Arcos Congruos

Dois arcos sao congruos quando possuem a mesma extremidade. Trabalha-
mos sempre com arcos da 12 volta do sentido positivo e, quando isso nao ocorre,
como com 480°, determinamos o seu céngruo da 12 volta positiva. Uma forma
mais simples de obtermos esse resultado é dividir 480° por 360° para extrair o
numero de voltas. O resto da divisao é a medida do arco de mesma extremidade.

Exemplo:
480° 360°
120° 1 = 480° = 360°.1 + 120°
medida do arco n°de TOES no
de mesma sentido positivo

extremidade

Para medidas negativas, esse procedimento nos leva ao arco céngruo da 12
“volta negativa”. Dai, basta somarmos 360° para chegarmos a 12“volta positiva.
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Exemplo: O angulo 157° estd na 12 volta negativa. Entao:

-157° 4+ 360 = 203°

0O angulo 203° é a medida do arco da 12 volta com a mesma extremidade que
-157°.

Portanto, considerando 3 a medida de um arco, a expressao geral das medi-
das dos arcos congruos a ele é dada por:

a + k.360° (em graus) ou a + k.2m(em radianos)

onde a é a medida do arco cOngruo da 12 volta positiva e k €Z. A medida a é
chamada de 12 determinacdo positiva.

Exemplo: Determinar em qual quadrante situa-se as extremidades do arco

12800°.
1280° [360°
200° 3

Situa-se no 3° quadrante, pois 180° < 200° < 270°.

7.4.Seno

n
Considere o arco AP, cuja medida € o numero real x, denominamos seno do
arco AP o valor da ordenada do ponto P.

y: eixo dos senos

senx

Como os valores do seno sdo marcados no eixo das ordenadas Oy, entdo o seno
sera positivo no 1° e 2° quadrantes e negativo no 3° e 4° quadrantes.

y: eixo dos senos

+ +

2° Quadrante | 1°Quadrante
(I (1)

(0]

3° Quadrante [ 4° Quadrante

(i) (V)

Em resumo:
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Seno
Quadrantes 1° 2° 3° 40
Sinal + + - -
Variacao crescente | decrescente | decrescente | crescente

Abaixo apresentamos o valor do seno de alguns arcos notaveis:

X 0% 0 rad go{}%rad 180°/ n rad 2?0”3%1@(1 360°/ 2n rad

sen X 0 + 1 0 -1 0

Propriedade: sen (-x) = - sen x

7.4. Cosseno

n
Considere o arco AP, cuja medida € o nimero real x, denominamos cosseno
do arco AP o valor da abscissa do ponto P.

y: eixo dos senos

C ofcosx N JA  x: eixo dos cossenos

Como os valores do cosseno sdo marcados no eixo das abscissas Ox, entao
0 COSseno serd positivo no 1° e 4° quadrantes e negativo no 2° e 3° quadrantes.

2° Quadrante | 1° Quadrante
(I (1)

_© +

3° Quadrante | 4° Quadrante
(V)

X: eixo dos cossenos

Em resumo:
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Cosseno
Quadrantes 10 20 3° 40
Sinal + - - +

Variacao decrescente | decrescente | crescente crescente

Abaixo apresentamos o valor do cosseno de alguns arcos notaveis:

(4] \ i}

X 0% O rad Qoofgrad 180°/ n rad 2?0”3?11”3(1 360°/ 27 rad

COS X +1 0 -1 0 +1

Propriedade: cos(-x) = cos x

7.5.Tangente

n
Considerando um arco AP, cuja medida é o nimero real x, temos:

senx

COSX

tgx

No ciclo trigonométrico, o eixo das tangentes (t) é orientado no mesmo sen-

, sendo cosx =0

tido do eixo das ordenadas Oy, tendo como origem o ponto A.

y

t: eixo das tangentes

/

tgx

A tangente de um arco AP é determinada pela reta auxiliar (em preto), que
passa pelo centro O e pela extremidade do arco (ponto P), marcando o ponto
T, no eixo das tangentes (t). A tangente é dada pelo segmento AT, ou seja,

tgx = AT.
Exemplo: Determinar tg45°,tg30° e tg180°.
Resolucdo:
V2
sen45° 2
tg45° = =1,
g cos45° J2
2
1
tg 0= w = l = ﬁ
cos30° 3 3’
2
t180° = sen180° _ 0 _
cos180° -1
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7.6. Cotangente

N
Considerando um arco AP, cuja medida é o niumero real x, podemos definir
a cotangente:

COSX
cotgx =

,sendo senx =0 ,istoé X #Kk.w, com k eZ
senx

COSX
Como cotgx =

1
, temos cotgx = ——, observadas as condi¢oes de
existéncia. senx tgx

Exemplo: Determinar cotg180°, cotg90° e cotg%.

Resolugao: cotg180° nao esta definida, pois sen180° = 0.

cotg90°= ——— = — =0
sen90° 1
cotg— = = =1
4 sen® V2

7.7.Secante

n
Dado um arco AP, cuja medida é o nimero real x, a secante é o inverso do
COosseno:

. . s
secx = ,sendo cosx # 0, isto é: X # > + k., com k €Z.

COSX
Como -1 < cosx < 1, podemos concluir que x = Tou sec x < -1.

Exemplo: Determinar sec90° sec60°.

Resolucdo: A funcdo ndo se define para x=90°, pois cos 90° = 0.

7.8. Cossecante

n
Dado um arco AP, cuja medida é o numero real x, a cossecante é o inverso
do seno:

CcossecXx =

,sendo senx #0,istoé: x #kmt, comk e 7.
senx

Como -1 < senx < 1, podemos concluir que cossecx > ou cossecx < -1.
. 3n
Exemplo: Determinar cossec180° e cossec— .

Resolucao: cossec 180° ndo estd definida para x=180°, pois sen180° = 0.
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3n
cosseC—=———— =

7.9. Férmulas de Adicao e Subtracao

O objetivo desta secdo é a apresentacao de férmulas que nos possibilitem
encontrar valores do seno e cosseno da soma e subtracao de dois arcos. Por
exemplo, como sdo conhecidos os valores de sen45°, sen30°, cos30°, cos45°, etc.,
poderemos, em funcao deles, obter sen75° = sen (30° + 45°), cos15° = cos (45° -
30°), etc.

1) Cosseno da soma de dois arcos: O cosseno da soma de dois arcos,ae b,
é dado por:
cos(a+tb)=cosa.cosb-sena.senb

Exemplo: Para calcular cos75° podemos utilizar a férmula acima, fazendo:
cos 75°= cos (30° + 45°) = cos 30° . cos 45° - sen 30° . sen 45°
Substituindo pelos valores conhecidos, temos
B 142 _J6-2

cos 75°= — . — - —— =
2 2 2 2 4

2) Cosseno da diferenca de dois arcos: O cosseno da diferenca de dois ar-
cos,aeb, édado por:

cos(a-b)=cosa.cosb+sena.senb

3) Seno da soma de dois arcos: O seno da soma de dois arcos, a e b, é dado
por:
sen(a+b)=sena.cosb+senb.cosa

4) Seno da diferenca de dois arcos: O seno da diferenca de dois arcos, a e
b, é dado por:

sen(a-b)=sena.cosb-senb.cosa
Exemplo: Para calcular sen15° podemos utilizar a formula acima, fazendo:

sen 15°= sen (45°-30°) =sen 45° . cos 30° - sen 30° . cos 45°
Substituindo pelos valores conhecidos, temos

V2 V3 142 _J6-2

sen 18°= — — - —— =
2 2 22 4
7.10. Formula de transformac¢ao em produto

Para a fatoracdo de certas expressées, a Trigonometria dispde de algumas
férmulas préprias que, quando associadas aos recursos algébricos de que ja dis-
pomos, permitirdo a fatoracdo de expressées como senx + CosX, COSX — COSY,
senx + seny e outras.

1) Transformacao de somas e diferengas de senos: Tomemos as expres-
sdes do seno da soma e do seno da diferenca de dois arcos.

sen(a+b)=senacosb +senbcosa
sen(a—b)=senacosb- senbcosa

(@
((
Q)
o
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Somando-as e subtraindo a 22 da 12, membro a membro, obtemos:

sen(a+b)+sen(a-b) = 2senacosb

sen(a+b) - sen(a—b)

2sen b cosa

Facamosa +b =pea-b=q. Assim:

=p+qeb=_q

p_
2 2

a

Dai:

senp+senq=2 sen(p ; qjcos(%)

senp- senq=2 sen(péqjcos(p er q]

Exemplo: Para fatorar y = sen 3x + sen x, fazemos:

_ 3X-X _

a= 3x + X =2xeb
2 2

Dai:
y =sen 3x + sen X =2 sen 2xX COS X =
= 2.2 sen X COSX COSX = 4 sen X Cos>x

2) Transformacao de somas e diferencas de cossenos: Tomemos as ex-
pressdes do cosseno da soma e do cosseno da diferenca de dois arcos:

cos(a+b)=cos acosb-senasenb
cos(a—b)=cos acosb +senasenb
Somando-as e subtraindo a 22 da 12, membro a membro, obtemos:

cos(a+b) + cos(a—b) = 2cosacosb
cos(a+b)- cos(a—-b) =-2senasenb

Facamosa+b=pea-b=q. Assim:

q

a=P*9ep=P"14
2 2

Dai:

cosp+cosq=2 cos(p ; qjcos(péq)

cos p - Cos q =-2 sen(%} sen (%)

Exemplo 1: Para transformar em produto a expressao y = cos x + cos 3x, fa-
zemos
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Dai:
y = C0S X + c0S 3X = 2 cos 2X COS(-X) = 2 COS 2X COSX

Exemplo 2: Fatorando t = cos 50° - cos 40°, temos:

(o] o o _ o
t = cos 50° - cos 40° = - 2 sen (WJ sen(uj =

2
2

=-2 sen 45° sen 5° = -27sen 5° = -\/2 sen 5°

Observacao: Em todas as fatoracdes apresentadas, ocorre repeticdao da fun-
¢ao (seno ou cosseno); se eventualmente aparecer, por exemplo, uma expressao
do tipo y = cos 20° + sen 50°, poderemos escrever, lembrando que sen x = cos
(90° - x):

y = cos 20° + cos 40° ou y = sen 70° + sen 50°

e fatorar normalmente, como nos exemplos apresentados.

Teste seu Conhecimento

1. Exprima em radianos
a) 60° b) 15¢ c) 75° d) 225° e) 2400

2. Exprima em graus:

a) T rad b) ﬁ rad c) T rad d) 5—n rad e) @ rad
4 3 6 6 3

3. Construa um ciclo trigonométrico e marque os pontos correspondentes

) . m 3n 5t 3n 7xn
aos numeros reais —, —, —, —, — e 27.
2 4 4 2 4
4. Determine os quadrantes a que pertencem as extremidades dos seguintes
arcos:
a)l41° b)-100° €)1998° d) %
2
5. Identifique se % rad e % rad sao congruos.
6. Indique o valor de:
1 17[ o [0}
a) senn b) sen—- c) sen0 d) sen(-90°)

7. Quais valores que k pode assumir para tornar possivel a igualdade
senx =k + 37

8. Indique o valor de:

a) cos2n b) cos% c) cos1080° d)cos(-180°)

9.Qual valor k pode assumir para tornar possivel aigualdade cosx = 2k + 7

10. Simplifique a expressdo y = cos(-90°) + sen450°.
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11. Dé o valor de:

a)tg 0° b) tg%

12. Verifique se sao verdadeiras ou falsas as igualdades:

a)tg60° = tg210°
b)tg45° = tg270°
n

T
tg— =tg—
c)g3 g3

dtg=" = tg—"
7= =19~

13. Determine:

a) cotg30° b) cotg60° c) cotg %ﬂ d) cotg%

14. Determine a secante em cada caso:
13
a) sec0° b) sec120° c) secn d) sec2n e) sec?Tc

15. Obtenha o valor de 3sec30° - \/2.sec45°.

16. Determine:

a) cossec0° b) cossec60°
[o]
¢) 3.cossec60° - \@'00886030 d) cossecE
2 2
5n V4
-2cossec - cossecT

17. Simplifique a expressao 55+

cosseC——
6

18. Mostre que cos(2a) = cos(a+a):

a) cos(2a) = cos(a+a)

Dica: use cos(2a) = cos(a+a)

b) sen(2a) = 2sen a.cos a

Dica: use sen(2a) = sen (a+a)

19. Encontre o seno, a secante e a cotangente do arco x do 2° quadrante cujo

cosseno vale -0,6.
3cossec X - sec X

tg x + 3cotg x

20. Simplifique a expressao

sec X + sen x
COSSEC X + COS X

21. Simplifique a expressao

22. Sabendo que cos a =2 sen a, calcule tg a e sen a.
23. Verifique a identidade trigonométrica 1 + tg?x = sec’x.

Dica: sen’x + cos’x =1.
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24. Determine sen 75°, cos 105° e sec 105°.
25. Determine o produto sec 75°. cossec 75°.
26. Marque verdadeiro (V) ou falso (F):

a) sen(a + b) — sen(a—b) =2 sen a cos b.

b) cos 15° - cos 75° = cos 45°.

T T T
C)COS — - COS — = COS —.
6 3 4

27.Qual é o valor de sen63° cos18° - sen18° cos63° ?

28. Qual é o valor de cos25°cos55° + cos 25° sen55°?
. . . T T
29. Simplifique a expressao Sen(x + gj - COS[X + gj

4 2
30. Dados sena= —ecosb = —,com0<a<£e0<b<£, de-
termine: 3 2 2

a)sen(a+b) b) cos(a - b) c)tg(a +b)

1

1
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Gabarito
1. a)E rad b)l rad C)5_7r rad d)ﬁ rad e)ﬂ rad
3 12 12 4 3
2. a)45° b)120° c)30° d)1509° e)300°
3.
4,3)2° b)3° c)3° d)3°
5.Sao congruos
6.a)0 b)-1 c)0 d)-1
7.-4<k<-2
8.a)1 b)o ol d)-1
9.-4<k<-3
10.1
11.a)0 b)-1
12. a) falsa b) falsa ¢) verdadeira d) falsa
13.2)4/3 b) ? )0 d)1
14. a)1 b)-2 0)-1 d)1 e)i
' J3
15, 2(\/5 - 1)
16. a) ndo é definida b) ¥ Q) \/§ d)1
17. 2+2
2
18.
19.sen x=0,8; sec x =-1,66666...; cotg x =-0,75.
20. sec x
21.tg x
22.tga= l ;sena= iﬁ
2 5
23.
24.
sen 75° = M; cos 105° = V2 - \/6; sec 105°= &
4 4 2 -6
25.4
26. a) Falso b) Verdadeiro ¢) Falso
V2

27. —
2
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Equacoes e funcoes trigonomeétricas

8.1. Equacoes Trigonométricas

Para que tenhamos uma equacdo trigonométrica, basta que apareca uma
igualdade contendo uma incégnita (ou mais de uma) submetida a alguma fun-
cao trigonométrica. Vejamos:

sen’x - sen x = 0;
senx+cosy =1,
cos2x - sen 2x =-1/2

Sao equacdes trigonométricas. Ja a igualdade x cos mt + x’tg(n/4)=0,
por exemplo, ndo é equacao trigonométrica, mas simplesmente uma equacao
do 2°grau.

De modo geral, por mais complicada que possa parecer uma equacgao, é pos-
sivel reduzi-la a uma equacgdo dos seguintes tipos:

Sen X = sen q;
COS X = COS q,
tgx=1g a,
Sendo x a incégnita e aum arco de medida conhecida. Por esse motivo, es-

sas trés equacoes serdo chamadas equacées fundamentais. Trataremos, a seguir,
de cada uma delas.

8.2. Resolucao da Equacao Fundamental senx = sena

Para que x e a tenham o mesmo seno, basta que suas extremidades estejam
sobre uma mesma horizontal; podemos dizer também que basta as suas extre-
midades coincidirem ou serem simétricas em relacao ao eixo dos senos. Nessas
condigbes, sendo K € Z, podemos afirmar que o + 2krt € (1 - o) + 2kt pos-
suem o mesmo seno. Assim, o conjunto solucao é dado por:

S={xeR|x=oa+2knoux=(n-a)+2kr k €z}

4 v eixo dos senos
- Ol [
Sen o
* >

~ s . .
Exemplo 1: Resolva a equagdo sen X = sen — , sendo o conjunto universo
o conjunto dos numeros reais, isto é, U =IR.

Resolucao: Temos

Maddulo
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x=— +2km, k €Z ou Y. eixo dos senos

T
5
X=[n-gj+2kn, k ez

nmw/

Podemos escrever:

S={x e R |x=g+2knoux=%+2kn,k ez}

1
Exemplo 2: Resolva a equagao sen X = "o com X € [O,2n].

1
Resolucao: Dado que 2 =sen g,temos:

1 _ T ( ch 4
-— =-sen — =sen | -—
2 6 6
T
sen(—x) = —senx
>
L
fnl6 1127 11zl 6

L .. - T, 1 .
A primeira determinacao positiva do arco 5 éoarco - que satisfaz

a equacao, juntamente com o seu simétrico em relacdo ao eixo dos senos, o arco

n . . < f e
? . Assim, o conjunto solu¢ao da equagao acima é dado por:

S:{ 7_TC, ﬁ}
6 6

Exemplo 3: Resolva a equacdo sen 2x =
Resolucdo:

V3
X U=R.
2
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Como ﬁ =sen (g + 2knj =sen (% + 2knJ, com k € R, temos:

2x = L + 2kn x =L +kn
3 6
ou = ou
&
ox= 2% 4 ok X= 2 +kn
3 3
2l 3 mwl3
312
i\ >
Portanto,

S={XGRlx=%+kTCOUX:%+kT€,k€Z}

8.3. Resolucao da Equacao Fundamental cosx = cosa

Para que x e a tenham o mesmo cosseno, é necessario e suficiente que suas
extremidades coincidam ou sejam simétricas em relacao ao eixo dos cossenos,
ou, em outras palavras, que ocupem no ciclo a mesma vertical. Nessas condi-

¢oes, sendo Kk € Z, podemos dizer que a + 2kwt € -a. + 2k possuem o mes-
mo cosseno. Assim, escrevemos seu conjunto solucao como:

S = {XeRlx= + o + 2Kk, keZ}
'y

S
—i -

9] X eixo dos cossenos

< T
Exemplo 1: Resolva a equacdo COS X = COS(E)

Resolucao: Temos:
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X = i[gj +2kmkez T
wl3
T
-nl3
Dai, seu conjunto solucao é dado por:
S= {XER|X= ig +2kn,keZ}

A3
Exemplo 2: Resolva a equacdo COS X = N sendo U = [0,271].
N 3 5n ]
Resolugao: Como -7 = cos F,tenamos:

X = i%+2kn,kez F

anl6

inl6

Mas, como x faz parte apenas da primeira volta (U = [O,Zn] ), X pode assumir

. ~ 51 Tn . .
apenas dois valores, que sao 3 e 5 Portanto, seu conjunto solucao é:

S = {5_7[, ﬁ}
6 6

Exemplo 3: Resolva a equacdo cos 3x = 1, sendo U = [0, 2x].

Resolucdo: Como 1 = cos 2kn, k €Z, podemos escrever:
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3x = 2kt = x=%

Atribuindo valores para k, encontramos a solu¢ao em [0, 27] :

k=0 = x=0

k=1 :>x=2—n
3

k=2:>x=4—7c
3

k=3 = x=2r (n&o convém)

Portanto, seu conjunto solucdo é dado por:

S :{0’ 2_7'5’ ﬂ}
3 3
8.4. Resolucao da Equacao Fundamental tgx = tga

Temos, aqui, também duas possibilidades: ou as extremidades de x e a coin-
cidem, ou elas sao simétricas em relacao ao centro do ciclo. Assim, temos:

X =o + 2kt ou X = (a0 + 1) + 2kz
O que equivale a dizer que X = a + Kz, K € Z. O conjunto solugao se es-

creve:

S= {XGR|X=a+kn, keZ}

A t eixo das tangentes

Exemplo 1: Resolva a equacdo tgx =1, U=IR .

Resolucdo: Sabemos quetg

=1 e, portanto, x = kgt krt, com k €Z
.Temos 4

B NP

S={XER

+ km, keZ}
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Sl 4

Exemplo 2: Resolva a equagao tg x = tg g, U =10, 2#[ -{g,%}

47

+ 1= —,logo:
3 g

< T
Resolugao: Temos X = 5 oux=

3’3

T
3

47/ 3

Exemplo 3: Resolva a equacao tg(x - %) =3, com U = [O,TC].

Resolucdo: Temos /3 = tg(g + knJ . Dai:

7-c—

X - E+k71::>x=ﬁ+k7t,keZ
4 3 12

Fazendo k = 0, obtemos X = :—g .Parak =1, temos X = % > 7 (ndo

convém). Portanto, o conjunto solucado é dado por:

3
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8.5. Outras Equacoes

Apresentaremos agora alguns exemplos em que ndo temos as equacgoes fun-
damentais:
Exemplo 1: (Mudanca de Variavel)

a) Resolva a equacdo 2 cos’x -3 cosx+1=0.
Resolucao: Para facilitar a resolucao, podemos fazer cos x = t, obtendo:

22 -3t+1=0
Resolvendo a equagdo do 2° grau em t, temos:

_2—
t=31«/(232) 4.2.1 =3;1 :>t=1out=%

Portanto,
t=1 = cosx=1 = x=2kn, keZ
t=1:> cosx=1 —x= +2 + 2km, k e Z
2 2 3

Finalmente,

x = 2K oU X = i§+2kn,kez}

S= {XER

b) Resolva, agora, a equacdo sen’x - 4 sen x + 3 =0, com x € ]0,4].
Resolucao: Fazendo sen x = t, temos:

—_— 2—
2oat+3=0 = t= 2 EN(A)-413 _4 ; 2 L t=30ut=1

2

Portanto,
57n

t=1 = senx=1 :>x=£oux=—
2 2

t=3 = senx=3, oque éimpossivel (-1<sen x<1)

S = {E’ﬁ}
2 2

Exemplo 2: (Utilizacao das Relagdes Trigonométricas)

Assim,

. 7
a) Resolva a equacdo 2 sen’x + cos’x = e

Resolucdo: Para resolver a equacdo acima, podemos utilizar a relacdo

sen®x + cos’x = 1, que nos fornece cos’x = 1 - sen®x. Substituindo na
equacao original, temos:

M|$|

25en2x+(1—sen2x)=£ = 1+sen2x=% = sen2x=% = senx= +

Dai, obtemos o conjunto solucao:

5= (n2ntn 5]
3’33’3
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b) Resolva a equacgao 3 sen x + _r =11.
cossec X

Resolucdo: Para resolver a equacdo acima devemos lembrar que

cossec X = e utilizar essa relacdo na equacao:
sen X
11
3senx+7senx=11 = 10senx=11 = senx= 10 > 1
Assim,S=0.

Exemplo 3: (Fatoracao Algébrica) Em muitas equacgdes, é necessario combi-
nar a fatoracao algébrica com algum dos artificios anteriores.

a) Resolva a equacdo sen x - sen®x = 0.

Resolucao: Fatorando o 1° membro, temos:

sen x (1-sen’x) =0 = sen x cos’x =0
Dai,

senx=0 = x=km, keZ
ou :x=kg,keZ

cos’x=0 = cosx=0 = x=g+kn,keZ

Portanto, o conjunto solucdo é dado por:

{XER

1
b) Resolva a equacdo cos® x - sen*x = 2

x=kZX, keZ}
2

Resolugao: Fatorando o 1° membro, temos:

1
(0032 X - senz’x)(cos2 X + senzx) = — = cos’Xx - sen’x = 5 = COS 2X =

N[ =

1
2

=1

Dai, tiramos entdo que

c032x=% — 2x= +X +2kn = X= £+~ +kn, keZ

T
3

»

Portanto, seu conjunto solucao é dado por:

¢) Resolva a equacdo cos 3x +sen 2x=0.

Resolucdo: A resolucdo da equacdo cos 3x + sen 2x = 0 é feita com a uti-
lizacdo de uma férmula de transformacao em produto:
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cos 3x+sen2x=0 = cos3x+cos(g-2xj =0 >

3x+£-2x 3X-E+2X
2 cos —zcos 2 =0 =

2 cos 5+£cos 5—X-£ =0
2 4 2 4

Dai,
X = X @ _xn T
cos|—+—|=0=> —+—=—+kn = x= = +2kn, keZ
2 4 2 4 2 2
cos X ¢ =0 :5—X-E=E+kn:>x=3—n+2ﬁ,kez
2 4 2 4 2 10 5
Portanto, o conjunto solucédo é dado por:
S=xeR x=£+2knoux=3—n+&,kez
2 10 5

Observacdo: Ha ainda outros artificios algébricos, como a multiplicacdo e a
divisdo por um mesmo numero real ndo nulo, a elevacdo ao quadrado de am-
bos os membros de uma equacéo (no caso, é necessario verificar as respostas) e
outros, mas apenas a pratica e o amadurecimento algébrico poderao conduzir
a escolha do melhor caminho na resolucdo de cada equacéo isolada ou sistema
de equacdes.

8.6. Funcao Seno

Seja f uma funcéo definida por f(x) = sen X . Para construir o grafico da fun-
¢ao seno, vamos fazer uso da tabela:

X 0 T T 3n 27
2 2
sen X 0 1 0 -1 0
O gréfico da funcdo seno é dado por:
T D ﬂ—xﬂ\ .
E -T\h:'zf o e ” -Ef:,f’“ - e
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Conclusoes:

+ Odominio dafungao seno é o conjunto dos nimeros reais, ou seja, D(f) =
R, portanto, a curva continua a direita de 27 e a esquerda de 0.

« O conjunto imagem da funcdo é o intervalo [-1,1] ; portanto, a funcdo
seno assume como valor minimo -1 e como valor maximo +1.
Im(f) = {yeR|-1£y£1}
- Afuncéo seno é periédica e seu periodo é o niimero p = 271 , pois o valor

de f(x) da funcdo seno se repete a cada intervalo de amplitude 21 para

valores de x.

A funcao seno é impar, ou seja, sen(- x) = - sen x.

Exemplo 1: Quais valores que k pode assumir para tornar possivel a igualda-

desenx=2k-57?

Resolucdo:Afuncaosenoassumevaloresentre-1e1,ouseja, - 1< sen x <1

Dai:
-1<2k -5<1
Essa desigualdade pode ser resolvida como um sistema de inequacdes:
-1<2k -5 -2k <-4 k>2
2k -5<1 2k <6 k<3

Identificando os valores de k, temos:

V=1{keR|2<k<3}

Exemplo 2: Esbocar o gréfico da funcao e identificar o conjunto imagem e o

periodo.

Resolucdo: Construimos a tabela e transferimos os valores para os eixos:

X senx Yy = 2senx
0 0 y=20=0
/2 1 y=21=2
T 0 y=20=0
3n/2 -1 y=2.(1)=-2
2n 0 y=20=0

Aimagem e periodo da funcado sdo dados, respectivamente, por . Seu gréfico

é apresentado abaixo:
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8.7. Funcao Cosseno

Seja f uma funcdo definida por F(x) = cosx. Para construir o grafico da funcao
cosseno, vamos fazer uso da tabela:

X 0

T @ 2m
2
0

oM A

COS X 1

O grafico da fungao cosseno é dado por:

Conclusoes:

« O dominio da fun¢do cosseno é o conjunto dos numeros reais, ou seja,
D(f) =R, portanto, a curva continua a direita de 27 e a esquerda de 0.

O conjunto imagem da funcao é o intervalo [-1,1]; portanto, a funcao
cosseno assume como valor minimo -1 e como valor méximo +1.

Im(f)= {yeR|-1<y<1}
- Afuncéo cosseno é periédica e seu periodo é o nimero p = 27, pois o
valor de f(x) da funcao cosseno se repete a cada intervalo de amplitude
21 para valores de x.
« Afuncdo cosseno é par, ou seja, cos(-x) = cos X.

Exemplo 1: Qual valor k pode assumir para tornar possivel a igualdade
cosx=2k-97

Resolucdo: A funcdo cosseno assume valores entre -1 e 1, ou seja,
-1<cos x<1.Dai:

-1<2k - 9<1
Essa igualdade pode ser resolvida como um sistema de inequacdes:
-1<2k -9 -2k <-8 k>4
= =
2k - 9<1 2k <10 k<5

Identificando os valores de k, temos:
V={keR |4<k<5}

Exemplo 2: Esbocar o grafico da fungdo y = 2cosx e identificar o conjunto
imagem e o periodo.

Resolucao: Construimos a tabela e transferimos os valores para os eixos:
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X COS X y = 2c0osX
0 1 y=21=2
/2 0 y=20=0
i -1 y=2.(1)=-2
3n/2 0 y=2.0=0
2n 1 y=21=1

Aimagem e periodo da funcao sao dados, respectivamente, por . Seu gréafico
é apresentado abaixo:

a Tz, e 311-.:2 on

8.8. Funcao Tangente
Seja f uma funcéo definida por F(x) = tg(x). Para construir o grafico da funcdo

tangente, vamos fazer uso da tabela:

X 0

bis @ 2n
2
A

Wipala

tg x 0

O grafico da funcdo tangente é dado por:

Conclusoes:

* O dominio da funcao tangente é o conjunto das medidas dos
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arcos, cujas extremidades nao coincidem nem com o pon-
to B, nem com o ponto D do ciclo trigonométrico, ou seja,

D(f) = XER|x¢g+kn, ondek eZ

tr eixo das tangentes

« O conjunto imagem da funcdo é o conjunto dos nimeros reais, ou seja,
Im(f) =IR.

« Afuncdo tangente é periddica e seu periodo é o nUmerop =T.
« Afuncdo tangente é impar, ou seja, tg(-x) = tg x.

8.9. Um pouco de Historia

° A palavra Trigonometria tem origem na Grécia da palavra trigonos
(triangulo) + metrdm (medida). Etimologicamente, trigonometria significa
medida de tridngulos.

Por vezes, pensa-se que a origem da Trigonometria esta exclusivamente liga-
daaresolucao dessituagdes de medicdo de terrenos ou determinacao de medidas
sobre a superficie da Terra. No entanto, como ramo do conhecimento cientifico,
é impossivel separar a Trigonometria da Astronomia. Dai, que o seu desenvolvi-
mento como ciéncia exata viesse a exigir medigdes e calculos de grande preci-
sao. E neste contexto que o astrdnomo grego Hiparco de Niceia (180-125 a.C.)
é considerado o fundador da Trigonometria. Foi ele que introduziu as medidas
sexagesimais em Astronomia e elaborou a primeira tabela trigonométrica.

Hiparco utilizou a trigonometria para fazer medicdes, prever eclipses, fazer
calendarios e na navegacao. A ele, seguiram-se outros no estudo e desenvolvi-
mento da trigonometria, como Ptolomeu.

No séc.lll, os indianos e os arabes deram nova dimensao a trigonometria ao
introduzir a trigonometria esférica. A Trigonometria tem como objetivo principal
o estudo das relagdes entre lados e angulos de um triangulo e constitui instru-
mento indispensavel na resposta a necessidades da Astronomia e ainda da na-
vegacao, cartografia e da topografia.

O estabelecimento de certas relagdes que hoje chamamos férmulas funda-
mentais da Trigonometria deve-se aos matematicos hindus, dos séculos V ao XII.
Dentre eles, destaca-se Aryabhata (século VI), um astrénomo indiano, tendo ja
nesta altura associado o seno de um angulo ao centro a medida da corda corres-
pondente e elaborado também uma tabua de valores do seno.

Depois de traduzirem as obras deixadas pelos hindus, matematicos arabes
desenvolveram o estudo das razbes trigonométricas em triangulos retangulos
e estabeleceram, para qualquer triangulo, o chamado teorema ou lei dos senos.

A trigonometria comeca a afirmar-se como ciéncia autbnoma a partir do sé-
culo XI, quando Al-Biurine retine todas as demonstragdes, quer de origem grega,
quer de origem indiana, até entao conhecidas e usadas em Trigonometria. Deve-
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-se ainda aos arabes a introducao desta ciéncia na Europa Ocidental.

Na Europa, a instituicdo da Trigonometria, como ciéncia autbnoma em rela-
¢ao a Astronomia, é iniciada com a traducao e publicacdao dos manuscritos clds-
sicos, bem como a elaboracao de uma introducdao completa a Trigonometria, e
ficou a dever-se a Johaness Miiller, um astrbnomo prussiano, tais textos conhe-
cidos por Regiomontano(1436-1476). A obra de Regiomontano continha, por
exemplo, a "Lei dos senos" aplicada a triangulos esféricos.

No século XVI, Francois Viete (1540-1603) estabeleceu varias relacdes trigo-
nométricas, tendo-as associado as solucdes de equacdes do 3° grau - é a ligacao
da trigonometria a Algebra. Viéte introduziu novos teoremas que permitiram re-
lacionar lados e angulos de triangulos nao retangulos. Neper e Briggs usaram o
calculo logaritmico para estabelecerem novas férmulas trigonométricas (século
XVII) No século XIX, a trigonometria atinge o seu ponto maximo, ficando ligada
a analise por meio das séries.

Atualmente, a Trigonometria nao se limita a estudar os triangulos. Encontra-
mos aplicacdes na mecanica, eletricidade, acustica, musica, astronomia, enge-
nharia, fisica, medicina, enfim, em muitos outros campos da atividade humana.
Essas aplicacdes envolvem conceitos que, dificilmente, lembram os triangulos
que deram origem a Trigonometria.

Teste seu Conhecimento

1. Resolva as equacgdes a seguir, sendo U =R:

1 2 J3

a)cosXx= — b) senx= — Qtgx= — dtgx=senn
2 2 I*=3 J

2. Resolva as equacoes:

a)sen®x =3 b) sen 2x = sen 3x 04 cos’x-3=0

3. Resolva a equagao cos 2x = %, sendo U = [O,Zn].

4. Resolva as equacgoes:

a)ysen’x =3 sen x-2 b)2 cos®x + cos x = 1

ccos®’x -cosx=0 d)cos 3x -cos x=0

e)2 cossecx-1=3 fl-2sen3x-1=0

5. Construa o grafico das fungdes abaixo e identifique o conjunto imagem e
o periodo.

a) f(x) = 3senx
b)f(x) = 2 + senx

6. Construa o grafico das fun¢des e identifique o conjunto imagem e o peri-
odo.

a) f(x) = 3 cos x
b) f(x) = 2 + cos x

7. Encontre o dominio da funcao f: R— R , definida por f(x) = 1 + tg 2x.

8. Quais os valores de m pertencente aos reais para 0s quais temos

tg(x - ) = m+3?Ede xeR?

([



Equacoes e funcoes trigonomeétricas

:I

00

1.a) S {XGR +— + 2Kkmr, keZ}

(rem
[re®

d)S = {XGR|X kn, keZ |

b)S

—+2kn0ux=3—n+2kn, keyz
4 4

0S =X tkn ke
ke

b)S = {X eR

4.2)S = {XE]R X=g+2k7:, keZ}

F-‘?I

+—+2kmoux=kn ke Z

,kez}
,keZ}

+2kn0ux=%+2kn,keZ}

L.l.'l

Kk

a

wn
I
SRS

)

w
I}

€

b)S
)

eR|X =
C eR|x
d R|x
e eR|X

)S

fx
s
tx
{x

ola

7  2kr 11n 2km
X= — + — 0UX——+—,kEZ
18 3

fiS = {XER

5.a) Im(f
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a) Im(f
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{yeR|-3<y<3} e periodo = 2n;
b) Im(f) = {
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Numeros Complexos

9.1. Introducao

Na resolucdo de uma equacdo algébrica, um fator fundamental é o conjun-
to universo que representa o contexto onde poderemos encontrar as solugoes.
Por exemplo, se estivermos trabalhando no conjunto dos nimeros racionais, a
equacao 2x + 7 =0 terd uma Unica solucao, dada por x =-7/2. Assim, o conjunto
solucao sera:

S={7/2}

Mas, se estivermos procurando por um numero inteiro como resposta, o con-
junto solucao sera o conjunto vazio.

De forma andloga, ao tentar obter o conjunto solucao para a equacgao x*+1
= 0 sobre o conjunto dos nimeros reais, obteremos como resposta o conjunto
vazio, isto &, S = @. O que significa que ndo existe um numero real que elevado ao

quadrado seja igual a-1, mas se seguirmos o desenvolvimento da equacao pelos

métodos comuns, obteremos x = R [-1] = +/—1, onde R[-1] é a raiz quadrada
do numero real -1. Isto parece nao ter significado pratico e foi por esta razdo que
este numero foi chamado imagindrio, mas o simples fato de substituir R[-1] pela
letra i (unidade imagindria) e realizar operacdes como se estes numeros fossem
polindmios, faz com que uma série de situacdes tanto na Matematica como na
vida, tenham sentido pratico de grande utilidade e isto nos leva a teoria dos
numeros complexos.

9.2. Definicao

Um numero complexo, na forma algébrica, é todo nimero que pode ser es-
crito, de modo Unico, na forma:
zZ=X+Yi,

onde:

- xeyelR;

« X échamado parte real do nimero complexo e é representado por Re(z);
« y é chamado parte imagindria do nimero complexo e é representado

por Im(z);

« i=4+/-1,asvezesrepresentado pori*=-1 , é chamado unidade imagina-
ria.

Notacao: O conjunto de todos os nimeros complexos é denotado por C.

Fixando um sistema de coordenadas no plano, o complexo z = x + yi é repre-
sentado, na forma de par ordenado, pelo ponto P(x,y). O ponto P é chamado de
imagem do complexo z. Frequentemente identificaremos os complexos a suas
imagens escrevendo (x,y) = x + yi. O plano no qual representamos os complexos
é chamado de plano de Argand-Gauss.

Os numeros representados no eixo dos x sdo da forma (x,0) = x + 0i = x,
isto &, sdo numeros reais. Os numeros complexos representados nos eixo dos y
sdao da forma (0,y) = 0 + yi = yi. Esses complexos sdao chamados de imagindrios
puros.

9.3. Igualdade entre niimeros complexos

Lembremos, inicialmente, que um nimero complexo pode ser representado
como um par ordenado de numeros reais. Assim, dados dois nimeros comple-
xos z,=(a,b) e z,=(c,d) , segue que (a,b) = (c,d) quando a=ceb =d.Escre-

Maddulo
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vendo z, e z, naforma algébrica, obtemos a igualdade:

a+bi =c+di,quandoa=ceb=d,
z 4
1 2

Isto é, dois niUmeros complexos sao iguais quando apresentam, simultanea-
mente, partes reais e partes imaginarias iguais.

Exemplo: Vamos determinar os numeros reais x e y na igualdade

(x-1) +i=3+(2y-3)i

-1 =3

X = x=4ey=2
2y-3=1

9.4. Adicao e Subtracao de Numeros Complexos

Vamos lembrar que a definicdo de adicdo de pares ordenados, dados
z,=(a,b) e z,=(c,d), tem-se que z,+ z,= (a + b,c + d) Escrevendo esses pares
na forma algébrica, obtemos a igualdade:

(a+bi)+(c+di) = (a+c)+(b+d)i

Z, Z, 2,42,

Isto significa que, para somar dois nimeros complexos, devemos somar se-
paradamente suas partes reais e suas partes imaginarias.
A mesma ideia se aplica a subtracao:

(a+bi)-(c +di) = (a-c)+(o- d)

Z, Z 22,

Exemplo 1: Efetue as operagdes abaixo.

a) (1+3i)+(-2+4i) = (1-2)+(3+4)i=-1+7i

b) (4+2i)-(3+5i)=(4-3)+(2-5)i=1-2i

Observe que, na adicdo e subtracdo, podemos operar eliminando parénteses
e reduzindo os “termos semelhantes’, como fazemos com expressdes algébricas.

Exemplo 2: Sendo, z, = (1,x-3) e z,= (2y, -1), determinemos x e y de
modo que z,+ z,=(3,-5).

12 Resolugdo: Sabemos que z,+ z,=(3,-5). Entéo
z,+z,= (1,x-3)+(2y,-1) = (1 +2y,x- 3 -1)=(1 + 2y,x - 4)
z+z,=1+(x-3)i+2y-i=(1+2y)+(x-3-1)i
Dai, devemos ter:
(1+2yx-4)=(3-5) = {1;2:::3;:y= 1ex=-1
22 Resolucdo: Escrevendo os pares na forma algébrica, temos:
z=1+(x-3)i,z,=2y-iez+z,=3-5i;

z,+2,= 1+ (x-3)i+2y-i=(1+2y)+(x - 3 -1)i
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Entdo, devemos ter:
(1 + 2y)+(x - 4)i =3-5i
Igualando as partes reais e imaginarias obtemos:

{1+2y=3

=>x=-1ey=1
x-4 =-5, Y

Propriedades: Sejam z,, Z,, Z, € C

a) Associativa: (z,%z, )+ z,= ,+(Z,+ 2,),V Z,, Z,, Z, € C.

Exemplo: Sejam z,= 2 + 3i , z,= 1 + 2i e z,= 4i entéo:
(z;+2,)+z,=(2+3i+1+2i)+4i=3 +5i +4i=3+09i
Z,+(2,+2,)=2+3i+(1+2i+4i)=2+3i+1+6i=3+09i

b) Comutativa: z,+ z,=z,+2,,V 2,,Z, € £.

Exemplo: Sejam z,= 1 +i e z,= 3 + 4i, entéo:
z+z,=1+i+3+4i=4+5i

z,+z,=3+4i+ 1+ =4 +5i

9.5. Multiplicacao de Numeros Complexos

Dados dois numeros complexos, z, = a + bie z, = ¢ + di, para determinar
o produto entre os dois, devemos aplicar a propriedade distributiva, lembrando
que =1 e depois reduzir os “termos semelhantes”. Ao multiplicarmos z e z,
teremos:

z, . z,= (a + bi).(c + di) = ac + adi + bci + bd i
= (ac - bd) + (ad + bc)i, pois i = 1
Portanto,
z,.z,=(ac-bd) + (ad + bc)i

Exemplo 1: Vamos efetuar a multiplicacdes:

a)(3+4i).(1-2i) =3-6i+4i-8 =3-2i-8,(1)=11-2i
=-1
b) (-2 + 5i).(2+ 2i) =-1-4i + 10 + 102 =1+ 6i + 10.(-1)= -9+ 6
=-1

O(1+3i) =17 +21.3i+ (3))°=1+6i + 9 = 1+ 6i + 9.(-1) = -8 + 6i
=

Exemplo 2: Determine xeR e yeR para que se tenha

(x +yi).(3-2i)=-2 + 10i.

Resolugao: Sabemos que (X + yi).(3 - 2i)= -2 + 10i . Fazendo a multipli-
cacdo obtemos:

= X=-2ey=2

3X+2y=-2
-2x+3y =10
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Propriedades: Sejam

a) Associativa: [Z1 22] z,= 2, [22 ] vV z,2,2,€C

Exemplo: Considere z,=1 + 3i, z,=1 +ie z,= 2 + 3i

[2,.2,].z, = [(1 +3i).(1 +i)].(2 + 3i)
[(1.1+3i+i+37)].(2+3)
[(1-3+1i+3i)].(2 + 3i)
(-2 + 4i).(2 + 3i)
= (-2).2+(-2).3i+2.4i+ 4.3
=-4-12 - 6i + 8i
=-16 + 2i
z.[z,2,] = (1+3i).[(1+).(2 + 3i) ]
(1+ 3i [(1 2+1.3i +2i + 37 |
(1+3i).[(2-3+3i+2i)]
(
1,

1+ 3i).(-1 + 5i)

(-1) + 1.5i + 3i.(-1) +3.57
=-1-15+5i-3i

=-16 + 2i

Portanto, como queriamos demonstrar,

z,.[2,.2,]5[2,2,)2, . V 2,, 2,, 2, € C.
b) Comutativa: z,.2,= Z,.2,, ¥V 2,,Z,€ C

Exemplo: Considere z,= 2 + 3ie z,= 1 + 5i
z,z, = (2+3i).(1+ 5i)=(2.1 +25i+13i + 3.5i2) =2-15+10i + 3i =-13 +13i
z,.z, = (1+5i).(2 +3i) = (1.2 +1.3i + 2.5i +5.3i2) =2-15+3i+10i=-13 + 13i

Portanto, como queriamos demonstrar, 2,.2,= Z,.Z2,, V z2,,Z, € C.

¢) Distributiva: Em £, a operacao de multiplicacao é distributiva em relacdo a

adicao, ouseja, ,.(z, +z;) = 2,2, +2,.2, ,V Z,,Z,, 2, € C.

Exemplo: Considere z, =1+ 3i,z, =1 +iez, =2 + 3i.
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z.(z, +25) = (1+30).[(1+i)+(2 + 3i) ]
(1+3i).[1+2+i+3i
(1 + 3i).(3 + 4i)
= 1.3+ 1.4i+3.3i + 3.4
=3-12+4i+9i
=-9 + 13
2,Z,+ 2.z, = (1+30).(1+i) + (1+3i).(2 + 3i)
= (11 +i+1.3i +3i°) + (1.2 +1.3i + 2.3i + 3.3¢)
=(1-3+i+3i)+(2-9+3i+86i)
(-2 +4i) + (-7 +9i)
-2-7+4i+0i
-9 + 13]

Portanto z,.(z,+2,) =2,.2, + 2,2, , ¥V Z,,Z,, Z, € C.

9.6. Conjugado de um Numero Complexo

Dado um numero complexo, na forma algébrica, z = a + bi, dizemos que
seu conjugado é da forma z=a-bi.

Exemplo: Vamos obter o conjugado dos seguintes nimeros complexos:

az=1+2 = z=1-2i

b)z=-2-51 = z=-2+5i

9z=10 = z=10

d)z=2i = z=-2i

Geometricamente, o conjugado zZ de Z é representado pelo simétrico de
Z em relagao ao eixo X, isto &, considerando z =(x,y), seu conjugado é dado

por Z =(X,-y).

z={xy)

L J

Propriedades: Se z, e z, sao nimeros complexos, entdo:

a) ( z, zz): z,.z,

b) ( z1+zz)=2+z

@) ( z1—zz)= z,-2,
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)(_ Z2):?1- 2_2

d)| z,.
e) z, =2z,
Teorema: Paratodo Z = X + yi €, temos:
)z+2z = 2.Re(z)

i) z-z = 2.Im(z)i

iz =27 < 7z €

Demonstragdo: Fazendo Z = X + Vi, temos:
)z+z = (x+yi)+ (x - yi) =2x = 2.Re(2)
i)z-z = (x+yi) - (x - yi) = 2.Im(z)i

iz =2z © (x+y))=(x-yi) @ y=-y & y=0 <z R

9.7. Divisao de Numeros Complexos

Sejam dois nimeros complexos, z, =a + bie z, =c + di,sendo z, #0

. A
.Dividir z, por z, é obter um nimero complexo z,= X + yi tal que — =z,
,ouseja, Z,= Z,.Z,. Z,
Para determinar Z,, basta multiplicarmos numerador e denominador do

. 4 . . .
quociente —- pelo conjugado do denominador, ou seja,
2

z, _ z, z, _(a+bi).(c-di) _ ac-adi+bci-bd® _ (ac+bdj . (bc-adji

'z, 'z, z, B (c + di).(c - di) B c? - (di)’ c? + d? c? + d?
parte real parte imaginaria
Exemplo: Vamos efetuar as divisoes:
. . -' _ . -2
2 200 210D 2rF
i i () -i
3i 3i (-2-3i)=-6i-9i2_-6i+9=-6i+9=i_£i

b) - = T ] o
2+31 2+3i(2-3) 4-9¢ 4+9 13 13 13

9.8. Poténcias de Numeros Complexos

Seja i a unidade imaginaria. Vamos calcular i” para alguns valores naturais de

n.Temos
i© =1 i =22 = (-1).(-1)=1
i'=1 i°=iti=1i=i
i =-1 e =iPi=ii=iF=-
P =fi=(-1)0=- i"=fi=(-1).i=-i

Como vemos, os resultados de i" (n €M) com o expoente n variando, repe-
tem-se de quatro em quatro unidades. Notemos que, paran € M :
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i*" = (i*)" = 1" = 1 (0 expoente 4n representa os niimeros que sio di-
visiveis por 4).

o "™ =i"i"=1.i=i (0expoente 4n + 1 representa os numeros que,

divididos por 4, deixam resto 1).

i*""2 = %17 =1.(-1) = -1 (0 expoente 4n + 2 representa os nimeros

que, divididos por 4, deixam resto 2).
.4n+3_.4n .3 — . — . ’

| =i = 1.(-|) = -l (o expoente 4n + 3 representa 0s nUmeros
que, divididos por 4, deixam resto 3).

Dessa forma, para calcular i basta calcular i, sendo r o resto da divisao de n
por 4.

Exemplo: Vamos calcular
a) i’
- Resolucao: Primeiro dividimos 78 por 4:

784
38 19
resto » 2

Entao, i’® =i®°={* = -1,

b)is
- Resolucao: Primeiro dividimos 52 por 4:

524

52 13
resto »> O
Entdo, i° =i*P ={® =1,

0 z=(-2i)
(-2i)"= [(-2).]' = (-2)°.i* = 256.%

Como i#=i° =1, o resultado procurado é 256.1=256.

9.9. Médulo de um Numero Complexo

Seja aforma algébrica de um nimero complexo, cujo afixo ou imagem ge-
ométrica é o ponto .Vamos supor que P pertenca ao 1° quadrante, como indica
na figura:

o] Q=(x,0)

Unindo P a origem O, obtemos o segmento OP . O triangulo PQO é retangu-
lo em Q. Aplicando o teorema de Pitadgoras, vem:
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(@)z= (O_Q)2+ (%)2 = (@)z= X2+ y? = OP = /x?+y?

A medida de OP, assim obtida, é chamada médulo de um numero comple-
X0 e a indicamos por |z|. Dessa maneira, o médulo de um nimero complexo z é
a distancia entre a origem e aimagem geométrica de z.

Exemplo: Vamos calcular o médulo de cada um dos ndmeros complexos:
a)z=2 =z =12 =

b)z=3i =7 = 3] =3

0z=-4 =|z| =|-4]=

d)z=-i =z =]-i=1

©)z=3+4i =z = [3+4i =32+ 42 =9+ 16 =25 =5

12 2 L4 9+16 25_ 5
flz=~+ Zimlf=|t+2 4 .2
2 3 3 "9V 3 \36 &6

9.10. Argumento

Consideremos o angulo 6 formado pelo segmento OP e pelo semieixo real
positivo, tomado a partir desse semieixo, no sentido anti-horario. O angulo 6 é
chamado argumento principal ou argumento de z.

O Q=(x0

Observe que B étalque:0<0<2me:

50
sen 6 = :Q =Y

oP [ __

oQ X pois, como vimos na se¢éo anterior, OP = |z.
cosB= — =

OP 2|

V3.

1
Exemplo 1: Determinar o argumento de z = E + —I.

Resolucdo: Primeiro vamos determinar o médulo de z:

ORI RN EERN S
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Entao:
: 3
sen8=1— 2 =E
zl 1 2
1
c058=_=i=1
2zl 1 2

Da Trigonometria, seque que 6 = %, ou seja, 6 = 60°.

Exemplo 2: Qual é o argumentode z=-1 +i?
Resolucao: Primeiro vamos calcular o médulo de z:

2l = J(-1)+ P =1+ 1=42

Entao:
sen B8 = l = i = Q
4 IZI 202
cos@= X = 1 _ 2
IZI 22

Da Trigonometria, segue que 0 = %, ou seja, 6 = 135°.

9.11. Formula Trigonométrica ou Polar de um Numero Com-
plexo

Sejaz=Xx+Yyi #0 um nimero complexo, vimos que o argumento 6 de z
satisfaz:

-

seng=L = y = |z|.sen B
z

X
cosB= — = x=|z|.cosB
i Z
Substituindo tais valores na forma algébrica z = X + yi, vem:
= |z|.(cos B + i sen 6)

que é a forma trigonométrica de um niimero complexo.
Essa forma trigonométrica serd muito utilizada nas operacdes de potencia-
¢ao e radiciacdo nos complexos.

Exemplo: Vamos escrever na forma trigonométrica o nimero complexo

z=1++31i.

Resolucao: Primeiro vamos determinar o médulo de z:

g =%+ (V3) =\1+3=1a =2
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Dai:
sin B=§ T
2 = 8=_ (oub0°)
1 3
cosB=—
2

« . et mo, . T
Entdo, a forma trigonométrica é dada por z = Z(COSE + 1 Sengj.

9.12. Operac¢oes na Forma Trigonométrica

Considere dois numeros complexos na forma trigonométrica:
z,=|z,|.cos 6,+isenb,) ez, =]|z|.(cos 6,+isenb,)

Definiremos agora algumas operagdes na forma trigonométrica.

1) Multiplicagdo: Vamos encontrar o valor de z,.z, na forma trigonomé-
trica. Temos:

z,.z,=|z,|.|z,][cos (8,* B,) +isen (B,+ 6,)]
Observe que o numero complexo obtido é tal que:
- Seumodulo é igual ao produto dos médulosde z, e z;

- Seuargumento € igual a soma dos argumentosde Z, € Z,.

Exemplo: Sendo z, = 2| cos* +isenl | e z,= 3| cos L +isin
3 3 6 6

2,2, = 2.3.{C0$(§+%) +i sen(%+%ﬂ

z,z, =6./cos L +isenl
2 2

. Entao,

- - z . ,
2) Divisao:Vamos encontrar uma expressao para 1 naforma trigonomé-
trica. Temos: 2

z, |z, :
— = —-[cos (B,-6,) +isen (8,-8,)]
Z, z,|

Note que o nimero complexo obtido é tal que:

+  Seumodulo € igual ao quociente entre os médulosdez e z ;

- Seuargumento € igual a diferenca entre o argumento de z, e 0 argumen-
todez,

Exemplo:

Sejam z, = 8.(00537” +i sen%j ez, = 2.(005% +i sen%) :

Z1
Encontre —.
z2
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Resolucao:
i = § COS[Q - ﬂj + Sen(i - EJ
z, 2 2 6 2 6
L 4.(0034—" +i sen4—")
z, 3 3

3) Potenciacgao: O célculo da poténcia z", comn e ¥ e z € C, fica traba-
Ihoso quando escrevemos na forma algébrica, ja que temos que desenvolver o
Bindbmio de Newton.

Considerandoaformatrigonométricaz =|z|.(cos 6 +isen0), utilizandoaex-
pressao para o produto na forma trigonométricae z" = z.z.z.z. ... Z,obtemos:
;ﬁ/__/

n vezes

2" =z|.)z| |z |z]. ... |z [cos(B+ B+ 8+ _+8) +isen(8 +0+0+ _+ 8]

= n yerss

VEZES n ¥ez

2" =|7" [cos(nB) +isen(nB)]
Este resultado é conhecido como Férmula de Moivre.
6
J3 J

1 ,
Exemplo: Vamos obter o valor de (E + 7|

+ 7i , é preciso escrever z na forma trigonométrica.

Seja z = 1
2

Temos:

LB -
\ 2:' L 2 ,J

NZ) 1

sen B:?emsﬁ:5 =8 =60

2| =

Assim, a forma trigonométrica de z é:
z=1.(cos 60° +i sen 60°)

Pela Féormula de Moivre, vem:
z° = 1°.(cos 6.60° + i sen 6.60°)
z° = cos 360° + i sen 360°
z° =1

4) Radiciacdao nos complexos: Seja zum nimero complexo, dizemos que
z, € uma raiz enésima de z se (z)"= n . Vejamos alguns exemplos:

Uma das raizes quadradas de — 1 é1, pois i? =-1.
«  Uma das raizes cubicas de - i é i, pois i¥ =-i.
« Uma das raizes quartas de 16 é 2i, pois (2i)* = 16.
Exemplo: Vamos encontrar as raizes quadradas de z = 4 + 43 1.

Resolucdo: Primeiro vamos calcular o médulo de z.

2| = 42 + (4\/5)2 =8
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Agora vamos determinar o argumento 6 de z.

Entéo, a forma polar de z é dada por:
m o . m
z=8 | COS— +Isen—

3 3

O mais trabalhoso ¢ determinar z, € C tal que zZ = z.

Fazendo z, = |z|.(cos 6 + i sen 0), segue a igualdade:

|2/ (cos 6 +isen8)] =8 cos% +i sen% |

Usando a formula de Moivre:

J’IzF:B J’|z| =22
—
‘28:%+2m,kez ‘ :%+kﬂ,kez

Atribuindo valores inteiros para k a fim de obter z,:

-Sek:D,B:% :z_::zﬁjco5%+isen%i:ﬁ+ﬁi

g

-Sek:’LB:%T ﬁz.:zﬁjcos%_r +isen%_ri:-\f§-ﬁi

o n .
.Sek=2.8= il + 217 = 13_17 que é congruo a E Dessa forma, o nu-
mero complexo que irilamos encontrar coincidiria com a primeira raiz de z;
obtida.

9.13. Um pouco de Histodria
Quando resolvemos a equacao do 2° grau, por exemplo, utilizando a férmula

de Baskara, encontramos:

X = 2++2°-415 _ -2+-16

2.1 2

Para determinar o valor de x, é preciso calcular a raiz quadrada de -16.Em
, porém, isso é impossivel, pois ndo existe um nimero m real tal que m?=-16.

A necessidade de obter uma solucdo para esse tipo de problema levou os
matematicos a procurar novos conjuntos em que “o quadrado de certo elemento
pudesse ser negativo”. Um primeiro avanco importante foi dado por Girolamo
Cardano (1501-1576), que considerou o seguinte problema pratico:

“Dividir um segmento de comprimento 10 em duas partes cujo produto seja
40"

Chamando uma das partes de x, a outra sera expressa por 10 - x, donde se-
gue a equacao.

x.(10-x) =40 = x*-10x+40=0
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que nos fornece X =5 % \/E .Como em [ ndo existe m tal que m?=-15, a
equacao nao teria solucao e nao haveria uma construcao possivel para o proble-
ma. Mesmo assim, Cardano deu um passo adiante. Trabalhando com os radicais
negativos “como se fossem nuimeros”, as duas partes do segmento teriam com-
primentos:

(5+m) e 10 - (5-@):5—\/3

De fato,

(5 + J1_5)(5 \/E)=25- 15 =10

Esses calculos mostravam que os “niimeros” 5 + /-15 e 5-+/-15 eram

solucdes da equacao algébrica x*- 10x + 40 = 0, ainda que nio se soubesse
o significado de “nimeros” desse tipo.

Anos depois, Rafhael Bombeli (1526 — 1573) teve contato com a obra Ars
magna, de Cardano, e ao aplicar suas férmulas, Bombeli provou que seria possivel
prosseguir o calculo de x com raizes de numeros negativos e, pela primeira vez,
admitia-se a possibilidade da existéncia de um “ndimero” da forma a + \/-_b
emqueacRebeR,.

O reconhecimento de nimeros dessa natureza na matematica s6 ganhou
impulso e legitimacdo com uma poderosa interpretacao geométrica, proposta
por Gauss (1777- 1855).

Faremos aqui um pequeno resumo da evolu¢ao dos nimeros complexos:

+  Osimbolo \/——1 foi introduzido, em 1629, por Albert Girard.

« O simbolo i foi usado pela primeira vez para representar \/—_1 por Leo-
nhard Euler, em 1777. Apareceu impresso, pela primeira vez, em 1794, e
se tornou amplamente aceito apds seu uso por Gauss, em 1801.

«  Os termos real e imagindrio foram empregados pela primeira vez por
René Descartes, em 1637.

« A expressao numero complexo foi introduzida por Cari Friederich Gauss,
em 1832.

Teste seu Conhecimento

1. Identifique a parte real e a parte imaginaria de cada um dos seguintes
numeros complexos:

a)z=2+3i
b)z=-4-5i
)z =5i
dz=6

2.Determineme R, de modo que z = -1 + (2 - m).i sejaum numero real.
3. Determine k € R, de modo que z = 2 + (k®- 16)i seja um niimero real.

4. Determine ne R, de modo que z = 7n + 1 + 6i seja um nimero imagi-
nario puro.

3r .
5.Determinere R, de modo que z = (1 - —j + 2i seja um nimero ima-
ginario puro. 2

6.Dado z = (p - 5) + (p2 - 25).i , determine p real, de modo que z seja um
numero real nao nulo.

7. Resolva, em (C, as seguintes equacoes:
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a)x*-4x+13=0
b)4x*+ 20 =0
8. Determine x e y reais de modo que X + (3y)i = -4 + 5i
9. Determine a e b reais de modo que 3a + (-2b)i = -3 + 4i
10. Efetue:
a)(3+i) + (-1-2i)
b)(4+5|) (-1-1) - (6 + 4i)
) 4i- (3 +2i) - (-2 - 3i)
d)-1+ (3 +i) + (-2 +4i) - (3-1)

11. Dados os nimeros complexos z, = 2 - 3i, z,= -1 -ie z,= 5 + 4i, de-
termine:

a)Z,- Z,- Z,
b)(z,+ 1) + (z,+ z,)
12. Efetue:
a)(2 + 3i).(-1-1i
b)
c)(

d)

(-4 +2i).(1 +1i)
20) + (3-11(-1-1
(1+10).(4+0)—(-2-2i)

13. Determine X € R e y € R para que se tenha (X + yi).(3 + 2i) =5-
14. Efetue:

a)2 +2i-i.(1-i)
b)6 - 4i + 3-2i

15.Dados z,= 4 + 3ie z,= -3 - i , determine:

a)z, +z,

bz, +z,
¢) Compare os resultados obtidos em a e b.
16. Efetue:
2-3i
1+i
-3-2i
—1-i
17. Dado o nimero complexo z = 5 + 4i, determine (Z)_1.

a)

b)

1+2i
- sejareal.
+ al

18. Determine a € R , de modo que o niumero z =

19. Efetue:

c)(- i )33
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145 | v 22
| +1

d)
i 10

20. Calcule o médulo dos seguintes nimeros complexos:
a)z=-1+5i

b)z=2+06i

c)z=-4i

d)z=x/ﬁ

21. Determine o moédulo e o argumento dos seguintes nimeros complexos:

a)z=4 +4i
b)z=-2+2i
Qz=i
dz=16

22. Escrever na forma trigonométrica os nimeros complexos:

a)z=x/§+i

b)z=2-2i
, 2 3. A o
23.Sendo z,=— - —i€z,=- — - —I,déarepresentacao trigonométrica
— 3 5 3 5
dez, - z,.

24. Dados os numeros complexos, faca os calculos solicitados:
a)z=1++/3i,calcule z°.

b)z = 4i, calcule Z2.

0z =+/3 +i,calcule z°.

d)z =2 -2 i, calcule Z°.

. 1
25. Dado o nimero complexo z = 1 - i, determine o valor de -
Z
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Gabarito
1.a)Re(z)=2elm(z) =3
b)Re(z) = -4 e Im(z) =5
oRe(z)=0elm(z)=5
d)Re(z)=6eIm(z)=0
2m=2
3.k=14

5
&x—~4ey—§
99a=-1eb=-2
10.a) 2 - i
b) -3
o -1+ 5i
d) - 3 +6i
11.a)-2 - Bi
b) 7
12.a) 1 - 5i
b) -6 - 2i
o) -3 - 4i
d)5+7i
13.x=1ey=-1
14.2) 1 - 3i
b) 9 + 6i
15.a)1-2i
b)1-2i
16.a) -1 - §i

2 2
5 1

b) 2 - —i
272

S5 4
41 41
18.a=4
19.a) - 1
b) i

o -1

17.
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d)1-i
20.a)\/%
b) 2410
)4
d) 10
21.200="1
4
5
b)g=—m
) 6
0= n
2
d)6=0°

22.a)z= 2(0031 +i Senﬂj
6 6

b) z= Zﬁ(cos? +i sen%j

23.2=2 {cos(-%} " sen(-%ﬂ

24.a) -8
b) -16
c) -64
d) 256

1
25. — =-2i
Z2
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Binomio de Newton

10.1. Introducao
Usando produtos notdveis, sabemos que:

(a+b)2 =a’ + 2ab + b’
(a + b)3 =a’+ 3a’b + 3ab>+ b’
4 3
(a+b) = (a+b) (ath) = (a3+ 3a’b + 3ab’+ b3) (ath)
=a*+4a’b + 6a’b>+ 4ab’+ b*
De modo andlogo, podemos calcular as quintas e sextas poténcias e, de
modo geral, obter o desenvolvimento da poténcia(a + b)n ,a partir da anterior,

ou seja, de (a + b)n'l. Porém, quando o valor de n é grande, este processo gra-
dativo de célculo é muito trabalhoso.

Existe um método para desenvolver a enésima poténcia de um binémio, co-
nhecido como binémio de Newton (Isaac Newton, matematico e fisico inglés,
1642-1727). Para esse método, é necessario saber o que sao coeficientes bino-
miais, algumas de suas propriedades e o triangulo de Pascal.

10.2. Numeros Binomiais

Se n e p sdo dois nimeros naturais, com n=p, chama-se nimero binomial de

n
classe pao numero( j definido por:
p

W
p) p!(n-p)!

Notagéo:(nj =C,,
0 ,

Para qualquer n natural, temos:

C n n! _ n!
" {n) n!(n-n)! n!0!

n n! n! n!
CnO = = = = =1
’ 0) 0!(n-0)! O!n! I.n!
C - n)_ n!  _nm-D!'_ -
’ 1 I!(n-1)! 1!(n-1)!
Exemplos:
5 ! !
NC,, = _ 5! :5.4.3._ﬁ:§:10
’ 3) 31(5-3)! 312t 21 2
4 ! !
2)C, = _ 4! _ 43! _ i —4
’ 1 1'(4-1)!  1!3! 1
6 ! !
3)C, = _ 6! _ 6! ~1
’ 6 6!(6-6)! 60!




Fundamentos de matematicalll c-ad

3 3! 3!
HC,,=| | = = =1
&30 (0} 0!(3-0)! 0!3!

0 ! !
o) o0-0) o 1.

1.1
10.3. Numeros Binomiais Complementares

n n
Os numeros binomiais( e de mesmo numerador sdo complementa-
p q

resquandop+q=n.

Exemplos:
5 ! ! !
.= [7)- 51 S! 543120 _
3 31(5-3)! 312! 3121 2
(5 5t 515431 20
527 - - - =—=10
2 21(5-2)! 2131 2.1.3! 2

Note que dois nimeros binomiais complementares sao iguais.

10.4. Propriedades de Niumeros Binomiais

Seguem abaixo duas propriedades de numeros binomiais:

n n
P1)Se( j = [ j,entéo:p=qoup+q=m.
p q

Exemplo:

5 5 .
= ,pois3+2=5

P2) A Relagao de Stifel, também conhecida como regra de Pascal, é represen-
tada pela seguinte igualdade:

il ()

onde n e k sdo numeros naturais ndo-nulos, com n > k.

e

10.5. Triangulo Pascal

A determinacdo de nimeros binomiais pode ser obtida por meio de um dis-
positivo pratico chamado tridngulo de Pascal, que é construido com base na teo-
ria e propriedade dos nimeros binomiais.
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n p 0 1 2 3 4 5 6 Resultados

0 (g) 1

1R |0 10 |6) 1331
R (O Oy I O IR A YR Oy 14641
G 16 1) 16 16 16 151010 5 1

{2) 16 1520 15 61

Os resultados sdo os coeficientes dos termos do desenvolvimento binomial.

10.7. Propriedades do Triangulo de Pascal

P1) Toda linha comeca e termina por 1: de fato, o 1° elemento de uma

Kk
linha qualquer é[Oj =1,VkelN, e o ultimo elemento dessa linha é

k
[j=1,‘v’ke[‘\‘!.
k

P2) Em uma mesma linha, os coeficientes binomiais equidistantes dos
extremos sao iguais. Vejamos, por exemplo:
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DD HOO0E

Il Il Il | Il | J
1 7 21 35 35 21 7 1

L =" ]

A justificativa dessa propriedade esta no fato de que estes coeficientes bino-
miais sdo complementares e, portando, iguais.

P3) A partir da linha 2, notamos que cada elemento x ( com excecao do
primeiro e do ultimo) é igual a soma de dois elementos da linha anterior: o
elemento imediatamente acima de x e o anterior a este. Vejamos:

1 + 1
2

2
3 + 3 1

6

Essa propriedade é conhecida com relacdo de Stifel e pode ser generalizada

por: (2j=(n;1j+(g:3 nzp

P4) A soma dos elementos da linha de numerador k é igual a 2X. Temos:

linha 0: 1 = 1 = 20
linha1: 1 1 = 141 = 2
inha2: 1 2 1 = 14241 =22
inha3: 1 3 3 1 — 1434341 = 23

varc (5 ) = () oft)-2

10.8. Binomio de Newton
A férmula de bindmio de Newton é a férmula que da o desenvolvimento de
(x +a)", onde:

(x+a)'= | |xa+ | |xma+ || | x2a2e 4| | x0a"
0 1 2 n

Note que a soma dos expoentes de x e a é sempre n.
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Exemplos:

ajn=0

(x+a)'= (8j.x°.a° =1

b)n=1
1 1
(x + a)1 =(OJ'X1'30+ (1J.x°.a1 =1x+1a=x+a

Observe que os coeficientes estao de acordo com os resultados da segunda
linha de triangulo de Pascal.

2
2 2 2
(x + a)2= (OJ.xz.a% (1].x1.a1+ (zj.xo.az =1x%1+2xa+1.1.a°

=x*+ 2xa + a°
Observe que os coeficientes estao de acordo com os resultados da terceira
linha do triangulo de Pascal.

10.9. Termo Geral do Binomio de Newton

Todo termo do desenvolvimento do bindmio de Newton pode ser represen-
tado pela expressao:

n) ..
T = (pj.x Paf

Exemplo 1: Determinar o termo em x3 no desenvolvimento do binémio
5
(x+4) .

Resolucao: Como o expoente de x deve ser igual a 3, devemos ter5 - p =3,
logo p =2.Entao, substituindo p = 2, temos:

5
T,..= _|.x*2.47

T,=10.x°.16
T,=160x°

Exemplo 2: Determinar o termo geral do desenvolvimento do binémio
X ! 4
x? )
Resolucao:
4
p
4
p
4 -4
To= -[ J.x P
p

o) (52

X
x& (—x 2")
8
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10.10. Curiosidade
“O triangulo de Pascal é mesmo de Pascal?”

A denominacao deste triangulo varia muito ao longo do mundo. Os franceses
o chamam tridangulo de Pascal, os chineses chamam-no de triangulo de Yang
Hui, os italianos chamam-no de triangulo de Tarataglia e encontramos outras
denominagdes, como triangulo de Tartaglia-Pascal ou simplesmente triangu-
lo aritmético ou triangulo combinatério. As ideias sobre o triangulo aritmético
foram redescobertas e introduzidas varias vezes e em todos os locais onde se
estudou ou estuda matemadtica. Veja:

- Nalndia, a matematica teve inicio por volta do ano 3 000 a.C., na regido
de Harappa e Mohenjodaro. Era uma matematica bem rudimentar e foi somente
com a introducdo da religido védica, que acompanhou a invasdo ariana 1500
a.C,, é que passamos a encontrar a resolucao de problemas nao triviais. A mate-
matica védica era basicamente geométrica, toda voltada para os complicados
rituais de construcdo dos altares para as cerimonias religiosas.

«  S6 com Pingala 200 a.C. - quase 2. 000 anos antes de Pascal - é que en-
contramos o triangulo aritmético, apesar de ja existirem livros com algumas re-
gras para o calculo de combinatério e arranjos.

«  Osantigos chineses, 1.700 anos antes de Pascal, usavam o triangulo arit-
mético essencialmente no calculo aproximado de raizes quadradas e cubicas.

«  Conforme descobriu Tartaglia, cerca de 100 anos antes de Pascal, o tri-
angulo aritmético também é bastante Util no calculo de probabilidades. Com
efeito, é facil vermos que os coeficientes das expansdes binomiais tém um signi-
ficado combinatorial e, entdo, contabilistico.

Teste seu conhecimento

1. Resolva as equacoes:

11 _(1 X)_[X 8) (8
() oGHE) LM
2. Calcule o valor das expressoes:

2 7 4\ (8 3 4\ (5
a) + b) - ) + -

0 7 1 0 0 1 5
3. Calcule o valor das expressoes aplicando a Relacdo de Stifel.

X x) (8 X X\ (7
a) + = b) + =

M Pl

18 18
4. A soma das solucdes da equacado = é:
6 4x -1

a)8 b) 5 Q6 d)7 e)9

5.Se (nJ+[2J =5n(n - 2), entdo n éigual a:

a) 11 b)10 Q9 d)8 e)7

([
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6. Desenvolva os seguintes bindémios:
a)(x + 2)3 b)(x + 3)4 o (x- 3)6
d)(x-1) e(2x+8)  f(1-a)

. . A 6
7. Determine o termo em x3 no desenvolvimento do bindmio (X + 2) .

. . .. 6
8. Determine o termo em x°> no desenvolvimento do bindmio (X - 1) .

5
9. Determine o termo independente de x no desenvolvimento (X - —j .
X

10. Calcule o valor de a para que o coeficiente de x* no desenvolvimento de
7
(x +a) seja 1890. O resultado é:

a) 332 b) 342 0 233 d) 24/3
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Gabarito
l.a) x=3o0ux=8 b) x=10 g X=20UuXx=6
2.a)2 b) 3 Q4
3.ax=7 b) x=6
4. letrab
5.letraa
6.
a) x>+ 6x2+ 12x + 8
b)x*+ 12x°+ 54x*+ 108x + 81
o) x®- 18x°+ 135x*- 540x>+ 1251x?+ 1458x + 729
d) x®- 5x*+ 10x>- 10x*+ 5x - 1
e)32x°+ 160x*+ 320x>+ 320x*+ 160x + 32
f)1- 5a + 10a*- 10a’+ 5a*- a°

7. T,= 160
8. T,=-6
9. Nao existe.

10.letra a
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Noc¢oes de Probabilidade

11.1. Introducao

O calculo de probabilidades é utilizado em muitos ramos do conhecimento.
E comum ouvir em telejornais que a probabilidade de um candidato obter a vi-
toria € de x%. Na Biologia, por exemplo, quando estamos interessados em previ-
sdes de cardter genético, ou mesmo na politica, quando das previsbes eleitorais,
a probabilidade também desempenha um papel importante. Ela também esta
presente na economia, engenharia, fisica, quimica, jogos estratégicos, sociolo-
gia, psicologia, entre outros.

11.2. Elementos do Estudo das Probabilidades

11.2.1.Experimento Aleatoério
Consideramos experimentos aleatérios os fendbmenos que apresentam re-
sultados imprevisiveis quando repetidos, mesmo que as condigdes sejam seme-
Ihantes.

Exemplo 1: Lancar 2 moedas e observar as faces voltadas para cima.

Exemplo 2: Retirar 1 carta de 1 baralho com 52 cartas e observar o seu naipe

11.2.2.Espago Amostral
Espaco amostral é o conjunto de todos os resultados possiveis de ocorrer
num experimento aleatorio. Esse conjunto sera indicado pela letra S.

Exemplo: Quando se langcam 2 moedas e se observam as faces voltadas para
cima, sendo as faces da moeda cara (c) e coroa (k), 0 espagco amostral do experi-
mento é:

S ={(c,0), (ck), (kk), (k,)},

onde o numero de elementos do espaco amostral n(S) é igual a 4.

11.2.3.Evento

Evento (E) é qualquer subconjunto de um espaco amostral S. Muitas vezes
um evento pode ser caracterizado por um fato.

Exemplo: No langamento de 2 moedas:

E,: aparecerem faces iguais.
E,: aparecer cara em pelo menos uma face.

E,:{(c,0),(kKk)} E,:{(c,0), (c,k),(k,c)}

Observacdo: Dizemos que o conjunto vazio (@) é evento impossivel e o espa-
¢o amostral S é evento certo.

Sejam A e B dois eventos de um espaco amostral S. Definimos:

« A U B-unidodos eventos A e B: Representa a ocorréncia de pelo menos
um dos eventos, A ou B.

« A N B-intersecdao dos eventos A e B: Representa a ocorréncia simulta-
nea dos eventos A e B.

+  AeBsaodisjuntos ou mutuamente exclusivos quando nao tém elemen-
tos em comum, isto é, A "NB=@.

+ AeBsaocomplementares se suaintersecao é vazia e sua uniao é o espa-
¢o amostral,istoé, AN B=@eA U B=S5.0 complementar de A é representado
por A<,

Exemplo: No lancamento de um dado, o espaco amostral é S={1, 2, 3,4, 5, 6}
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Dados os eventos: A = {2, 4, 6}, B = {4, 5, 6} e C = {1}, determine o seguinte
evento:

a) Sair uma face par e maior que 3.
ANB=1{2,4,6} n{4,56}=1{4,6}

b) Sair uma face par e face 1.
AN C={2,461Nn{1}=0

¢) Sair uma face par ou maior que 3.
AuUB={24061U{4,56}={24,5,6}

d) Sair uma face par ou face 1.
AuC={2461U{1}1={1,24,6}

e) Nao sair face par.
A={1, 3,5}

11.3. Probabilidade

Considerando um espaco amostral S, ndo-vazio, e um evento E, sendo ECS (E
contido em S), a probabilidade de ocorrer o evento E é o nimero real de P(E), tal
que:P(E)=@,

n(S)

Sendo:

«  P(E) um numero entre zero e um, isto é, 0 <P(E) <1 .

+  Sum conjunto equiprovavel, ou seja, todos os elementos tém a mesma
“chance” de acontecer.

+  n(E) o numero de elementos do evento E.

+  n(S) o numero de elementos do espago amostral S.

Exemplo 1: Lan¢ando-se um dado, a probabilidade de sair um nimero impar
na face voltada para cima € obtida da seguinte forma:

Resolugao: Considere os conjuntos S =1{1,2,3,4,5,6} e £E={1,3,5}. Entao,

P(E) = %

P(E)=%

P(E)=% ou 50%

Exemplo 2: Considere o lancamento de dois dados. Calcule a probabilidade
de:
a) saira soma §;

Observe que neste caso, o espaco amostral U é constituido pelos pares orde-
nados (i, j), onde i é o nimero que aparece no dado 1 e j é o nUmero que aparece
no dado 2. Note que teremos 36 pares ordenados possiveis do tipo (i, j) onde i
=1,2,3,4,5,0u6, 0 mesmo ocorrendo com j. As somas iguais a 8, ocorrerao nos
seguintes casos: (2,6), (3,5), (4,4), (5,3) e (6,2). Portanto, o evento “soma igual a 8",
que denotaremos por E, possui 5 elementos. Logo, a probabilidade procurada

serdiguala P(E) =—.

36

b) sair a soma 12;
Neste caso, a Unica possibilidade é o par (6,6). Portanto, a probabilidade pro-

curada seraigual a P(E) =—.
36
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Exemplo 3: Uma urna possui 6 bolas azuis, 10 bolas vermelhas e 4 bolas ama-
relas. Tirando-se uma bola com reposicao, calcule as probabilidades seguintes:

a) sair bola azul;

Note que o amostral, composto pelas bolas azuis, vermelhas e amarelas, pos-
sui 20 elementos. Dai, a probabilidade de sair bola azul é dado por:

P(E) :i :i =0,30=30%
20 10
b) sair bola vermelha;
P(V) =& =l =0,50 =50%
20 2
¢) sair bola amarela.
Py =— =L _ 0,20 = 20%
20 5

Vemos no exemplo acima, que as probabilidades podem ser expressas
como porcentagem. Esta forma é conveniente, pois permite a estimativa do nu-
mero de ocorréncias para um numero elevado de experimentos. Por exemplo,
se 0 experimento acima for repetido diversas vezes, podemos afirmar que em
aproximadamente 30% dos casos, saira bola azul, 50% dos casos saira bola ver-
melha e 20% dos casos saira bola amarela. Quanto maior a quantidade de expe-
rimentos, tanto mais a distribuicdo do nimero de ocorréncias se aproximara dos
percentuais indicados.

11.4. Unidao de dois eventos

Considerando A e B dois eventos contidos em um mesmo espaco amostral S,
o numero de elementos da reunidao de A com B é dado por:

n(A UB) = n(A) + n(B) - n(A NB)

Sendo n(S) o nimero de elementos do espaco amostral, vamos dividir os
dois membros da equacdo por n(S) a fim de obter a probabilidade P(A UB) .

n(AUB) _ n(A) , n(B) n(AnB)

n(S) n(S) n(S) n(S)

Assim,
P(AuB)=P(A)+ P(B)- P(AnB)
Exemplo 1: De uma urna com 20 bolinhas numeradas de 1 a 20, retira-se ao

acaso uma bolinha. Qual a probabilidade de essa bolinha ter um nimero divisi-
vel por 2 ou por 37

Resolucao: Consideramos os seguintes conjuntos:
$={1,234,5,6,78910,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20 }

A é conjunto dos numeros divisiveis por 2:
A={24,6,810,12,14,16,18,20}

B é o conjunto dos nimeros divisiveis por 3:
B={3,6912,15,18}

Entdo, A NB, o conjunto dos niumeros divisiveis por 2 e por 3 é dado por
AnB={6,12,18}.
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Assim,
10 6 3
P(A)= —,PB)= — e P(ANnB)= —
()20()206( )20
Logo,
P(AuUB)=P(A)+P(B)-P(ANnB)
10 6 3

P(AKJB)= %4'%—%

P(AUB) = % ou P(A UB) = 65%

Exemplo 2: Em determinada comunidade existem dois jornais: J e P. Sabe-se
que 5000 pessoas sao assinantes do jornal J, 4000 sdo assinantes de P, 1200 sao
assinantes de ambos e 800 nao Iéem jornal. Qual a probabilidade de que uma
pessoa escolhida ao acaso seja assinante de ambos 0s jornais?

Resolugao: Precisamos calcular o nimero de pessoas do conjunto universo,
ou seja, Nosso espagco amostral. Temos:

n(U) =n(J U P)+ numero de pessoas que nao léem jornais
Dai,
n(U) =n(J)+n(P)-n(J N P)+ 800

n(U) = 5000 + 4000 - 1200 + 800
n(U) = 8600

Considere o evento:
E = { Pessoas assinantes de ambos os jornaisJe P}

Portanto, a probabilidade procurada serd igual a:
1200 126

P(E) = ===—
860 86 43

6
Logo, P(E) :E: 0,1395 =13,95%.

A interpretacao do resultado é a seguinte: escolhendo-se ao acaso uma
pessoa da comunidade, a probabilidade de que ela seja assinante de ambos os
jornais é de aproximadamente 14%.(contra 86% de probabilidade de nao ser).

11.5. Probabilidade Condicional

Considerando os eventos A e B de um espago amostral S, defini-se como pro-
babilidade condicional do evento A, tendo ocorrido o evento B e indicado por
P(A | B), arazdo:

P(AnB
P(A|B) = ZA0E)
P(B)

Da expressao acima tiramos que:
P(AnB)=P(B).P(A|B) ou P(AnB)=P(A).P(B|A)

Exemplo 1:No langamento de 2 dados, observando as faces de cima, calcular
a probabilidade de sair o nimero 5 no primeiro dado, sabendo que a soma dos
2 numeros é maior que 7.
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Resolucao: O espaco amostral S é dado por:
S= {(1,1),(1 ,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1 ,6),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,1),
(3.2).(3,3),(3.4),(3.5).(3.6),(4,1),(4,2),(4,3),(4.4),(4,5).(4.6),(5.1),(5.2).

(5.3).(5,4),(5,5).,(5,6).(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6 )}

Considere os seguintes eventos:

Evento A: nimero 5 no primeiro dado.

A=((5.1).(5.2).(5:3).(5:4).(5.5).(5.6)}

Evento B: a soma dos dois nimeros é maior que 7.

B={(2.6).(3.5).(3.6).(4.4).(4.5).(4.6).(5.3).(5.4),
(5.5).(5.6),(6.2),(6.3).(6.4),(6,5).(6.6)}
Aintersecao entre A e B é dada por: A N B={(5,3),(5,4),(5,5),(5,6)}

Temos entao que:

4 15
P(AnB)=— e P(B)=—
(AnB) 36 © (B) 36
Logo,
4
P(ANB) 36 4
P(A|B) = = = —
( | ) P(B) E 15
36

Exemplo 2: Duas bolas vao ser retiradas de uma urna que contém 2 bolas
brancas, 3 pretas e 4 verdes. Qual a probabilidade de que ambas sejam verdes?

Resolucao: Considere os seguintes eventos:

B = {sair bola branca};
P = {sair bola preta};
V = {sair bola verde};

2 3 4
Te :PB)=—,P(P)=— eP(V)= —
emosque()g()ge()9
Dai,
4 3 1
PWVNV)=P(V).P(VV)= — . — = —
(VAV) =P(V).P(V|V) 98 6

Exemplo 3: Uma carta é sorteada de um baralho comum, que possui 13 car-
tas (A, 2,3,4,5,6,7,8,9,10, J, Q, K) de cada naipe (ouros, copas, paus e espadas).

a) Qual é a probabilidade de que a carta sorteada seja um A?

Resolugao: Como o baralho tem 13 X 4 = 52 cartas e 4 delas sao ases, a pro-

babilidade de tirarumAédei = l

52 13’
b) Sabendo que a carta sorteada é de copas, qual é a probabilidade de que
ela sejaum A?

Resolucdo: O fato de que a carta sorteada é de copas restringe 0s casos possi-
veis as 13 cartas de copas, das quais exatamente uma é A. Logo, a probabilidade
de ser sorteado um A, dado que a carta sorteada é de copas, permanece igual a
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1 . .
E. Mais formalmente, designando por A o evento “sortear A” e, por B, "sortear

copas’, o evento A N B é "sortear o A de copas” e a probabilidade pedida é dada
por:
1
P(AnB) 52 1
PB) 13 13
52

P(A|B)=

11.6. Eventos Independentes

O ultimo exemplo visto na secao anterior ilustra uma situacao importante:
aquela na qual a probabilidade condicional de A na certeza de B é igual a proba-
bilidade de A, ou seja, a ocorréncia de B nao influi na probabilidade de ocorrén-
cia de A. Esta condicao implica em

P(ACB) _p
P(B)
ou seja, P(AM B) = P(A).P(B). Dizemos, entdo, que dois eventos A e B sao in-
dependentes se:
P(AnB)=P(A). P(B)
Isto significa que,
P(ANB) B P(A). P(B)
P(B) P(B)

P(A|B)= =P(A)

ou seja, que a ocorréncia de B nao tem qualquer efeito sobre a probabilidade
de acontecer A.

Exemplo: Lancando-se simultaneamente um dado e uma moeda determine
a probabilidade de se obter 3 ou 5 no dado e cara na moeda.

Resolucao: O espaco amostral é dado por:

$={(1.¢),(1.k).(2.¢).(2.k),(3,¢).(3.),(4.).(4:K).(5.c).(5:K).(6.c) (6.K)

Evento A: 3 ou 5 no dado

A=((3.0).(3K),(5.0).(5k)}

Evento B: cara na moeda

B={(1.6).(2k),(3.K).(4,).(5.K). (6.1}

pB)=2=1

Os eventos sao independentes, pois o fato de ocorrer A nao modifica a pro-
babilidade de ocorrer B. Assim, temos:

P(AnB)=P(A).P(B)

Portanto, P(A mB)=%.%=%.
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11.7.Teorema de Bayes

O teorema de Bayes relaciona as probabilidades de A e B com as respectivas

probabilidades condicionadas mutuas. Este teorema afirma que:
PB|A)=P(A| B).@
P(A)

Exemplo: Em uma cidade onde carros tém que ser avaliados para controle
de emissao de poluentes, 25% de todos os carros testados emitem quantidades
excessivas de poluentes. No entanto, o teste nao é perfeito e pode indicar re-
sultados errados. Desta forma, carros que emitem excesso de poluentes podem
nao ser detectados pelo teste e carros que ndao emitem excesso de poluentes
podem ser considerados erroneamente fora do padrdo de emissao. Quando efe-
tivamente testados, 99% dos carros fora do padrao sao detectados e 17% dos
carros em bom estado sdo considerados fora do padrao por erro do teste. Qual é
a probabilidade de que um carro reprovado pelo teste emita realmente excesso
de poluentes?

Resolucdo: Considere que A é o evento de que um carro seja reprovado no
teste, que B, seja o evento de que ele emite quantidade excessiva de poluentes
e que B, seja o evento de que o carro esteja dentro das normas de emissao de
poluentes. Entdo:

P(B,) =0,25
P(B)=0,75

P(A|B,)=0,99
P(A|B)=0,17

e o problema pede para calcularmos P(B1| A). Existe um P(A) vindo pelo even-
to B1 e um P(A) vindo pelo evento B,. Logo

P(A) =0,2475+0,1275=0,3750

Dai:
P(B,)P(A|B,) B 0,25 . 0,99

P(A) 0,3750
11.8. Um pouco de historia

=0,66

PB,|A)=

Dar um palpite sobre que face da moeda vai cair para cima ou se vai chover
amanha sempre fez parte de nossas vidas. A origem da probabilidade matema-
tica estd ligada aos jogos de cartas e aos jogos de dados, no século 15, quando
muitos matematicos faziam célculos sobre o nimero provavel de vencedores e a
quantidade a ser ganha nos jogos mais disputados.

Uma das opc¢odes de célculo mais usadas pelos estatisticos nas suas previsoes
hoje, porém, é a que foi desenvolvida no século 18 pelo reverendo inglés Thomas
Bayes (1702-1761). Filho e neto de clérigos, Bayes se formou em teologia e nunca
exerceu oficialmente a carreira de matematico. Ele cuidava de uma igreja no in-
terior da Inglaterra e havia publicado somente um artigo ndo assinado, mas era
respeitado pela comunidade matematica em seu tempo. Assim, foi admitido na
Royal Society de Londres, que congrega cientistas renomados do Reino Unido.
Segundo os documentos da entidade, o reverendo possuia amplo conhecimen-
to de geometria e dominava todas as areas da matematica e filosofia da época.

A idéia de Bayes para o calculo de probabilidades foi publicada postuma-
mente pela Royal Society com o titulo “Ensaio Voltado para Solu¢ao de um Pro-
blema na Doutrina do Acaso” e é uma explicacdo de como ele abordava os pro-
blemas propostos pelos matematicos anteriores a ele. O trabalho passou a ser
conhecido como Teorema de Bayes, uma técnica de estatistica e estimativa que
virou uma lei fundamental da matematica.
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11.9. Como escolher namorada pelos horarios de trem do su-
burbio

Joao amava Lucia que amava Jodo. S6 que Jodo além de amar Licia também
amava Leticia e tentava namorar as duas ao mesmo tempo. Durante a semana,
até que dava, mas quando chegava o sdbado a noite era terrivel. As duas que-
riam Jodo e este nao possuia o dom da presenca ao mesmo tempo em dois lu-
gares. Assim alternadamente ou Lucia ou Leticia ficavam sem sair com Joao, nos
embalos de sabado a noite. HONESTO (?) Jodo decidiu contar a Lucia a existéncia
de Leticia e a Leticia sobre Lucia. Claro que houve choros e lamurias de todos os
lados.

E Jodo continuou dividido, sem saber como escolher entre as duas. Aqui um
detalhe, Jodo morava préximo a uma estacao ferroviaria de um suburbio. Para
visitar Lucia, Jodo pegava trens que iam no sentido da direita cada meia hora, e
para visitar Leticia, Jodo pegava trens que iam a esquerda cada meia hora tam-
bém. Quanto a horarios nao havia duvidas. Trens para cada lado de meia em meia
hora. Mas voltemos a duvida existencial afetiva do nosso amigo Jodo. Como es-
colher entre Lucia e Leticia? A solucdo foi dada por Leticia que era professora de
Matematica. Leticia prop6s a Jodo um critério justo, equanime, saloménico para
escolher a quem ir namorar. A proposta foi: Jodo sairia de casa sem saber com
quem ir encontrar. Ao chegar na estacdo pegaria o primeiro trem que passasse,
fosse para a direita, fosse para esquerda. Proposta aceita. Jodo comecou a usar
esse critério aparentemente justo e aleatério. Depois de usar o critério por cerca
de trés meses, descobriu que visitara Leticia muito mais que Lucia, e se a sorte
quis assim ficou com Leticia e com ela se casou sem nunca haver entendido por-
que a sorte a privilegiara tanto. Sé nas bodas de prata do seu casamento é que
Leticia contou a Jodo a razdo do mistério, de o trem ter escolhido, ela preferen-
cialmente a concorrente. Leticia estudara os horarios dos trens e verificara que
os horarios eram:

TRENS P/ ESQUERDA TRENS P/ DIREITA

Leticia Lucia
8h00 8h05
8h30 8h35
9h00 9h35
9h30 9h05

Ou seja: Para cada 25 min. de probabilidade de se pegar o trem que vai para
a esquerda havia s6 5 min. de probabilidade de se pegar o trem que ia para a
direita.

Na guerra como no amor tudo vale..., até usar Matematica.

Teste seus conhecimentos

1. Considerando o experimento que consiste no lancamento de um dado.

a) construir o espaco amostral

b) escrever o evento A: o resultado é impar

) escrever o evento B: o resultado é nimero primo
d) escrever e interpretar o evento ANB .

e) escrever e interpretar o evento A UB .

2. Considerando o experimento que consiste no lancamento de dois dados:

a) construir o espaco amostral

b) escrever o evento A: a soma dos pontos é impar

) escrever o evento B: a soma dos pontos é maior que 6

d) escreve o evento C: os resultados dos dois dados sdo iguais

([



c-ad Nocoes de Probabilidade

3. Um casal planeja ter 3 filhos. Determine os eventos.

a) os 3 filhos de sexo feminino
b) pelo menos 1 é do sexo masculino
¢) os 3 do mesmo sexo

4. Qual a probabilidade de ocorrer o numero 5 no lancamento de um dado?

5. Qual a probabilidade de se obter um nimero par no langcamento de um
dado?

6. Uma letra é escolhida, ao acaso, da palavra ACASO.

a) Qual a probabilidade de que a letra seja A?
b) Qual a probabilidade de que a letra seja uma vogal?

7.Uma moeda é viciada de tal modo que sair cara é duas vezes mais provavel
do que sair coroa. Calcule a probabilidade de:

a) ocorrer cara no langamento desta moeda.
b) ocorrer coroa no lancamento desta moeda.

8. Um numero é escolhido ao acaso entre os 20 inteiros, de 1 a 20. Qual a
probabilidade do nimero escolhido:

a) ser par?

b) ser impar?

C) ser primo?

d) quadrado perfeito?

9. Dois dados, um verde e um vermelho sao lancados e observados os nime-
ros das faces de cima.

a) qual a probabilidade de ocorrerem nimeros iguais?

b) qual a probabilidade de ocorrerem nimeros diferentes?

¢) qual a probabilidade da soma dos nimeros ser 77

d) qual a probabilidade da soma dos nimeros ser 12?

e) qual a probabilidade da soma dos numeros ser menor ou igual a 127
f) qual a probabilidade de aparecer nimero 3 em ao menos um dado?

10. Jogando-se um dado, qual a probabilidade de se obter o nimero 3 ou um
numero impar?

11. Consultadas 500 pessoas sobre as emissoras de tevé que habitualmente
assistem, obteve-se o seguinte resultado: 280 pessoas assistem ao canal A, 250
assistem ao canal B e 70 assistem a outros canais, distintos de A e B. Escolhida
uma pessoa ao acaso, determine a probabilidade de que ela assista:

a) ao canal A
b) ao canal B
c) ao canal A ou ao canal B

12. Um inteiro entre 3 e 11 sera escolhido ao acaso.

a) qual a probabilidade de que este nimero seja impar?
b) qual a probabilidade de que este nimero seja impar e divisivel por 3?7

13. Uma moeda é lancada 10 vezes. Qual a probabilidade de observarmos 5
caras e 5 coroas?

14. Lancando-se simultaneamente dois dados, qual a probabilidade de se
obter o nimero 1 no primeiro dado e o nimero 3 no segundo dado?
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15. Dois dados sao lancados sobre uma mesa. A probabilidade de ambos os
dados mostrarem na face superior nimeros impares é:

b)l Q — d—= e —

1
a)—
3 2 4 5 5

c-ad
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Gabarito

1
2)$={1,2,3,4,5,6}
b)A={1,3,5}
c) B={2,3,5)

d)AnB={2,3,5}. 0 evento A NBé dado pelos nimeros impares e pri-
mos.

e) AuB={1,2,3,5}. 0 evento A UB ¢ dado pelos nimeros impares ou

primos.

2.

a)

$={(1.1).(1.2),(1,3),(1.4),(1,5).(1.6).(2,1),(2.2),(2.3).(2:4),(2.5),(2.6).(3,1).(3.2)
(3,3),(3,4),(3,5),(3.6),(4.1).(4.2),(4,3),(4.4).(4,5),(4.6).(5.1),(5.2).(5.3).
(5 1).(6.2),(6.3),(6,4 J

b)

A= {(1,2),(1.4),(1,8).(2.1),(2.3),(2.5),(3.2),(34),(36),(4.1).(4.3),
(4,5),(5,2,),(5,3),(5,4),(5,6 ,(6,1),(6,2),(6,3),(6,4), 6,5),(6,6)}

@)

B= {(1,6),(2,5),(2,6 ,(3,4),(3,5),(3,6),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),(5,2),
(5,3),(5.4),(5.,5),(5.6),(6,1),(6,2).(6.3),(6,4),(6,5).(6.6)}

d)

C={(1,1).(2:2),(3.3).(4:4).(5.5).(6.6)]

3.

a) E,={(F,F,F)}

b)

E,={(M,M,M),(M,M,F),(M,F,M),(M,F,F),(F.M,M),(F,M,F),(F,F.M,)|

o) E;={(M,M,M),(F,F,F)}

1
4. —
6
1
5. —
2
6.2 3
z b) =
a)5 )5
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Polinomios

‘ 12.1. Introducao

Podemos definir polindmio como uma expressdo algébrica composta
® pela adicao ou subtracao de mondémios (mondémios sao letras, nimeros
ou produto entre letra e nUmero). Observe:

. Exemplos de monémios: 10; -2X; y?; -E;... (todos tém apenas 1 ter-
mo) m
' 1
- Exemplos de polinémios: X + 2y -3z + 5; —-6+y -3z + w;
(tém 4 ou mais termos). X

Agora observe a expressao: 4a - 6ab + 2ab - b + 7b - 2a.Essa expressao
€ um polindmio composto por seis monémios, mas como existem mondmios se-
melhantes, ou seja, termos que tém mesma parte literal podem representa-lo na
forma reduzida que é dada pela juncdo dos termos semelhantes. Observe:

4a-6ab+2ab-b+7b-2a=2a-4ab+6b
Exemplo: Reduza os polinémios dados por:
a) 2x2- 3y + 2y3+ X%+ 2y = 3x2-y + 2y>;
b) X%y - 2Xy + Y- X%y + 2y - xy = y>- 3xy + 2y ;
12.2. Fun¢ao Monomial

Dados acR enelN, consideremos a funcio f:R — R definida por

f(x) =ax". A funcdo f é chamada fun¢@o monomial ou monémio de uma va-
ridvel x. O nimero a é chamado coeficiente do monémio e o numero natural n é
chamado grau do mondmio. Vejamos alguns exemplos:

(X) 2x* é um monémio de grau 3;
g(x) = -3 X & um mondmio de grau 1;
(X) = 2ix* é um monoémio de grau 4;
P(x)

X) =-10 é um mondmio de grau zero (ndo tem parte algébrica).

11.3. Funcao Polinomial

Chamamos de fungdo polinomial, ou polindmio, toda funcdo p: R - R,
definida por:

p(x) =a,x" +a x""+ .. +ax+a,

Os numeros a,,, @4, 4,5, --- ,A;, 8y sao os coeficientes do polinémio.
Note que o polindmio representa a soma algébrica de mondémios na variavel x.

Exemplos:
a)f(x) =2x*-x+5,sendo @,=2,a, =-1e a,=5.
b) g(X) =-x%+3x-x+4,sendo a,=-1,8,=3,a,=-1ea,= 4.

12.4. Grau de um Polinomio

O grau de um polindmio p(x) é representado pelo maior expoente da vari-
avel x que possui coeficiente nao-nulo, isto é, se a,, # 0 dizemos que p(x) tem
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grau n.
Notacao: O grau de p(x) é indicado por gr(p).
Exemplos:
a) p(x) = x*- 2x°- 6x*+ 5x - 1 é um polindmio de 4° grau.
b) q(X) = x*+ 2x?- 3x + 2 é um polinémio de 3° grau.

Q) a(X) =6 é um polindbmio constante. Possui apenas o termo indepen-
dente e seu grau é zero.

12.4.Valor Numérico de um Polinomio

Para obter o valor numérico de um polindmio p(x) para um numero x = Kk,
basta substituirmos a variavel x pelo numero k e efetuarmos as operagoes indi-
cadas. Em simbolos, esse valor numérico é indicado por p(k). Se p(k) = 0, diremos
que k é uma raiz do polinémio.

Exemplo: Dado o polindmio p(X) = 4 X3- 2x?- x - 1, temos:
p(2) = 4.(2)- 2.(2)%- 1 -1
p(2)=4.8-22-1-1
p(2)=32-4-1-1
p(2) = 26
12.5. Identidade de Polindomio
1) Polinémios Idénticos: Dizemos que dois polindmios sao idénticos se, e

somente se, os coeficientes dos termos correspondentes forem iguais. Sendo:
p(X) = a,+ a;x + a,x’+ ... + a x"
q(x) = by+ bx + b,x*+ ... + b X"

Temos:
p(x)=q(x) < a,=b, a,=b, ...,a,=b,

Exemplo: Dados os polinémios idénticos, P(X) = mx?+ 2x - 8 e
q(x) = 3x*+ 2x - n, como p(x) = q(x), obtemos m =3 en =8.

2) Polinémio identicamente nulo: O polinémio
p(x) = a,+ ax'+ a,x’+... + a x"

serd identicamente nulo se, e somente se, todos os seus coeficientes forem
nulos, ou seja, 8,= 8,= 8,= ... = a,= 0. Em simbolo: p(x)= 0. Para o poli-
noémio nulo néo se define grau.

Exemplo: Dado o polindbmio e sabendo que p(x) é o polindmio nulo, temos:

k+3=0 =k=-3
p(x)=0 para
p-1=0 =p=1
12.6. Operac¢oes com Polindmios
1) Adicao e Subtracao de Polindmios: Para somarmos ou subtrairmos po-

lindmios, basta somar ou subtrair os coeficientes dos termos que apresentam o
mesmo grau.

Exemplos:
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1. Dados p(x) = 2x*+ 5x?- x + 10 e q(x) = 4x?- 2x%+ 3x - 6, te-
mos que:
p(X) + q(x) = (2x°+ 5x2- x + 10) + (4x*- 2x°+ 3x - 6)
p(x) + q(x) = 4x*+ (2 - 2)x%+ 5x°+ (-1 + 3)x + (10 + 6)
p(x) + q(x) = 4x*+ 5x%+ 2x + 16

2. Dados P(x)=5x2+3x-10 e Q(X)=3x?-5x+2, temos que:
P(X)-Q(X)=(5-3)x2 +(3-(-5))x+(-10-2)
P(x)-Q(x)=2x2 +8x-12

2) Multiplicacao de Polindmios: Para multiplicarmos dois polinébmios, bas-
ta multiplicarmos cada termo de um deles por todos os termos do outro.

Exemplo: Sendo P(X) = 2x*- x*+ x + 4 e Q(x) = x°+ 2x*- 1, temos
que:

P(X).q(x) = (2x3).(x3+ 2x2- 1) - x2.(x3+ 2x2 - 1)+ x.(x3+ 2x% - 1) + 4.(x>+ 2x2- 1)
P(X).q(x) = 2x°+ 4x°- 2x3- x°- 2x*+ X2+ x*+ 2x3- x + 4x°+ 8x?*- 4

P(x).q(X) = 2x°+ 3x°- x*+ 4x>+ 9x*- x - 4

3) Divisao de Polinomios: Considere dois polindmios a(x) e b(x), sendo b(x)

um polinémio nao nulo. Ao dividir a(x) por b(x), encontramos os polindmios q(x)
e r(x), tais que:

Quociente Resto

—— ——
a(x) = q(x) .b(x) +r(x)
—_ —
Dividendo Divisor

Temos entao:
Dividendo — a(x) | b(x) <« Divisor

Resto — r(x) q(x) <« Quociente
Observe que:
« O graudo quociente q(x) é igual a diferenca dos graus de a(x) e de b(x).
O grau do resto r(x), para r(x) nao-nulo, sera sempre menor que o grau
do divisor b(x).
« Seadivisao é exata, o resto r(x) € nulo, ou seja, o polindbmio a(x) é divisivel
pelo polindémio b(x).

12.7. Métodos de Divisao de Polinomio

1) Método da Chave: Para dividir o polinémio a(x) = 4x3+ x*+ x?+ 9
pelo polinémio b(X) = X%+ X - 1, adotamos um procedimento analogo ao al-
goritmo usado na aritmética.

1° passo: Escrevemos os polindmios dados na ordem decrescente de seus
expoentes, e completamos o polindmio com termos de coeficiente zero.

a(x) = 4x3+ x*+ x%+ 0x + 9 e b(x) = x®+ x - 1

2° passo: Dividimos o termo de maior grau do dividendo pelo de maior grau
do divisor. Obtemos, assim, o primeiro termo do quociente. A seguir, multiplica-
mos o termo obtido pelo divisor e subtraimos esse produto do dividendo.
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X+ 4x3+ 4x2+ 0x + 9 X%+ x-1
AL+ X2 X%+ 3x+ 2
3x%+5x2+ 0x + 9
-35% - 3x%+ 3x
255+ 3x + 9
S2K% - 2X + 2

x+ 11

Obtemos: quociente q(X) = X*+ 3X + 2 eresto r(x) = x + 11.

2) Teorema do Resto: O resto da divisao de um polindémio p(x) por um bino-
mio (x-a) é o proprio valor numérico do polindémio para x=a, que indicamos por
p(a). De acordo com a definicdo de divisao, temos:

Quociente Resto

p(x) = (x-a). q(x) + r(x), onde R(x) = k(constante), pois gr(x-a)=1.
Dai, p(x) = (a-a).qa) +k = p(a)=k
Logo: r(x) = p(a)

Exemplo: O resto da divisdo do polinémio p(x) = 4x>- 2x2+ X + 1 pelo
polindmio (x-2) é dado pelo valor numérico do polindmio p(x) para x = 2, ou seja,
para x igual a raiz do binémio.

Resolucao:

p(2) = 4(2)%-2(2*+ 2 +1 =p(2) =27

Logo, o resto é r(x) = 27.

3) Dispositivo de Briot-Ruffini: permite-nos encontrar o quociente e o res-
to da divisao de um polindmio p(x) de graun (n = 1), por um bindmio x - a, sendo
(n-1) o grau do quociente.

Exemplo: Efetuar a divisdo (3X3- 8x*+ 5x + 6) +(x - 2)

Resolucao:

1° passo: Determinamos a raiz do bindbmio x - 2, que é o numero 2. Coloca-

mos a raiz do lado esquerdo do dispositivo e, do lado direito, os coeficientes de
todos os termos do dividendo, em ordem decrescente de expoente.

Raiz do Polindmio Coeficientes do dividendo

2 3 -8 5 6

20 passo: Abaixamos o primeiro coeficiente do dividendo. Em seguida, mul-
tiplicamos esse coeficiente pela raiz e somamos o produto ao 2° coeficiente do
dividendo, escrevendo o resultado obtido abaixo dele.

3° passo: Multiplicamos o resultado obtido pela raiz e adicionamos o produ-
to ao 3° coeficiente. Repetimos o processo até o ultimo coeficiente.

Raiz doDlivisor Coeficientes de p(x)
(_A_\
2 3 -8 5 6
J 32-8 2(2)+5 12+6
3 -2 1 8
Cosficientss do Quocients Rerto

c-ad
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Concluindo: os trés primeiros numeros obtidos sdo os coeficientes do quo-
ciente. O ultimo numero obtido é o resto da divisdo. Podemos, entdo, concluir

que o quociente é dado por g(X) = 3x*- 2x + 1 e o resto por r(x) = 8.
Exemplo: Determinar o quociente e o resto da divisdo do polindbmio
p(X) = 4x>- 3x*+ 8 porx+ 1.

Resolucao: Inicialmente, temos que completar o polindmio com o termo fal-
tante, usando 0x, e colocar os termos na forma ordenada. Entao:

p(x) = 4x°- 3x*+ 0x + 8

Assim, usando o dispositivo de Brioti-Ruffini, obtemos os coeficientes do
quociente e do resto:

Raiz do Coeficientes do
namio Dividendo

ey

-1 4 -3 0 8

4 -7 7 1
Coeficientes do Resto
Quociente

Obtemos entdo: q(X) = 4x%-7x + 7 e r(x) = 1.

4) Divisoes Sucessivas: Podem ocorrer ainda duas situagdes importantes na
divisdo de polindbmios:

12) Quando p(x) é divisivel por (x - a) e o quociente dessa divisdo é divisivel
por (x - b), tem-se, entao, que p(x) é divisivel por (x - a).(x - b).

Exemplo: p(X) = x*+ 2x%- 5x - 6 é divisivel por (X - 2).(X + 1).

Resolucao: Primeiro, dividimos p(x) por x - 2:
2 1 2 -5 -6

1 4 3 0

Em seguida, dividimos o quociente obtido por x + 1:
-1 1 4 3

1 3 0

Como o resto desta ultima divisdo também é igual a zero, pode-se concluir
que p(x) é divisivel por (x - 2).(x + 1), ou seja, por x*- x - 2.

12.8. Curiosidade: fato surpreendente

“Se vocé somar 1 ao produto de quatro inteiros consecutivos, o resultado sempre
serd um quadrado perfeito.”

Alguns exemplos levarao os alunos a suspeitar que essa afirmacao é sempre
verdadeira. Poderemos anotar nossas observacdes no quadro-negro assim:

e 1x2x3x4+1=25=5?
e 2Xx3x4x5+1=121=117
e 97x98x99x 100+ 1=94109401 =97012

Para obter uma prova desse fato, vamos representar os inteiros consecutivos
por:n, n+1,n+2 e n+ 3. Entao:
nn+1)n+2)n+3)+1=n*+ 6n* +11n>+ 6n +1 (1

Temos, agora, dois procedimentos possiveis. Alguns alunos notardo que o
quadrado perfeito, nos nossos exemplos numéricos, é o quadrado de 1 mais o
produto do primeiro pelo ultimo termo da sequéncia (é também o quadrado de
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1 menos o produto do segundo pelo terceiro termo da sequéncia). Poderemos
observar, por exemplo, que:

4x5x6x7+1=841=292=(1+4x7)
Expressando em polindbmios, escrevemos:
[T+n(n+3)P=n*+6n+11n*>+6n +1 (2)

Isso, além de confirmar que (1) é um quadrado perfeito, também nos diz que
o numero € o quadrado perfeito.

Outra maneira de proceder é trabalhar diretamente a partir de (1) e conjec-
turar que seria bom fatorar o sequndo membro e ver que ele é um quadrado
perfeito. Esse quadrado teria, para um a conveniente, a forma:

(NP+an+1)2=n*+2an*+ (2+a*) n*+2an+1. (3)
Igualando os coeficientes em (1) e (3), temos:

2a=6 e 2+a*=11, ouseja, a=3.
Entdo,

nd+6n+11n*+6n+1=(N>+3n+1)>~

Teste seu conhecimento

1. Dé o grau dos seguintes polindbmios:
a) p(x) = 5x*+ x -7

b) p(X)= - 6x*+ x°- 2x°+ x*- x - 1
o p(x)=3x-2

d) p(x) =15

2. Determinar o valor de n, de tal forma que p(X) = (nz- 4)x3+ x*+2x -3
tenha grau 2.

3. Determinar o valor de k, de tal forma que p(x) = 7x*+ 2X3+(k-3)X5+ 5
tenha grau 4.

4. Dado o polinémio p(X) = - 4x°>+ 2x*+ x - 1, calcule:
a) p(1)

b) p(-2)

) p(0)

1
d)p| =
p(zj
5. Sendo o polinémio P(X) = 5x*+ 3x - n, determine o valor de n, saben-
do que 1 raiz de p(x).

6. Dado o polindmio p(X) = - Mx*+ n , determine o valor de m e n, saben-

doque p(-1)=6e p(-2) = 2.

7. Seja o polindmio P(X) = ax®+ 2x - b, determine o valor de a e de b, sa-

bendo que p(2) =6 e p(3) = 13.

8.Sendo p(X) = 2x*- x®+ x*+ x + 3 e q(x) = x>+ 2x*- x + 3 , calcular:
a) p(x) + q(x)
b) p(x) - a(x)
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9. Dados os polinémios:

2
a(x) = 6x°+ mx>- = b(x) = -2x*+ 7x + n e ¢(x) = px>- 7x - 1,
Calcule m, n e p para que c(x) seja a diferenca entre a(x) e b(x), nessa ordem.

10. Considere os polinémios p(X) = 2x%- x + 5, q(x) = 3x*+ 2x - 1. Cal-
cule:

a) [p(x)]
b) p(x)-q(x)

11. Obtenha o quociente q(x) e o resto r(x) , na divisao do polindmio a(x) por
b(x), em cada caso:

a) a(x) = x*+5x + 2 por b(x)=x-1;
b) a(x) = 2x3- x>+ x + 3 por b(x) = x + 2;
) a(x) = x* -=3x—4 por b(x)=x+1;

12. Na divisao do polindmio d(x) pelo polindmio p(x) = x?+ 1, encontramos o
quociente q(x) = x? - 6 e o resto r(x) = x + 6. Determinar d(x).

13. Obter o valor de k de modo que a(X) = X*- 3x + k seja divisivel por
b(x)=x-1.

14, Determine o valor de k, sabendo que o polindmio
d(x) = 2x°+ 8x*+ 4x - k é divisivel por b(x) = 2x + 2.

15. Calcule m de modo que a divisdo do polindmio p(X) = 3x*+ mx - 2
pelo binbmio x-3 tenha resto igual a 5.

16. Determine m e n, sabendo que os restos das divisdes do polindbmio
p(X) = - x*+ 3x*+ mx - n pelos bindmios x + 1 e x + 2 sdo, respectivamente,
1e-5.

17. Utilizando o dispositivo de Briot-Ruffini, determine o quociente e o resto
na divisao de:

a) a(x) =x*-7x+ 12 porb(x)=x-5
b) a(x) = - 6x°+ 2x*- x - 4 por b(x) = 2x + 1
o) a(x) =4x%-3x+ 4 porb(x)=x-3

18. 0 polinémio X%+ px + q é divisivel por x>+ 2x + 5 . Quais s30 0s va-
loresdepeqg?

19. Dividindo-se um polindmio p(x) por (x - 1), obtém-se um resto que, divi-
dido por x - 1, da resto 3. Ache p(1).

20. Se o polindmio x*- 4x3- 10x?+ ax +b  ¢é divisivel por X*+ x + 1.
Qual é o valora + b?
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a) p(x) + q(x) = 2x*+ 3x°+ 6
b) q(X) - p(x) = 2x* - 2x® - x*+2x

9.$MmM=-2,n= gep=6
5
10.
a) [p(x)]" = 4x°- 4x*+ 20x*+ x2- 10x + 25
b) p(x).q(X) = B6x°+ 4x*- 5x>+ 13x*+ 11x - 5
11.
a)gq(x)=x+6er(x)=9
b) q(x) = 2x*-5x + 11 e r(x) = -19
agq(x)=xer(x)=0
12. d(X) = x*- 5x*+ x
13.k=2
14.k=2

a)gq(x)=x-2er(x)=2

b) q(x) = -3x*+ gx- % er(x)=- %

) q(x) = x°+ 5x*+ 15x + 46 e r(x) = 132

18. p=1qg=-10
19. p(1)=3
20. a+b=-17

Gabarito

c-ad



Equacoes Polinomiais ou Algébricas

13.1. Definicao

Chama-se equacdo algébrica ou polinomial toda equacao redu-
tivel & forma ax"+a_x""'+...+ax+a,=0, com a,#0, sendo
a,, a4 --- » 84, @y €Xxnumeros complexos, sendo n o grau da equacao.

13.2. Raiz ou Zero de uma Equacao Polinomial ou Algébrica

Raiz ou zero de uma equacao polinomial ou algébrica é o valor de x que

a verifica.
Exemplo: Na equacio x2- 3x - 10 = 0, -2 é raiz, pois
(2)*-3.(-2) -10=4+6-10=0
Porém 7 ndo é raiz, pois 7°- 3.7 -10=8 = 0.
Resolver uma equacdo polinomial ou algébrica é determinar todas as
suas raizes.

13.3. Equac¢oes do primeiro, segundo e terceiro Graus

1) Equacao do 1° Grau: Chamamos de equacdo do 1° grau toda equacao

do tipo:
ax+b=0,comabeRea=0
Exemplos:
nNx+2=0;
2)-2 =4
3
3)-3x + 9 =0;
4)x + 10 = -3x

Pergunta: Como resolver uma equacgao do 1° grau?

Resolver uma equacao do 1° grau é o mesmo que determinar sua raiz. Para
isto, basta isolar a incégnita no primeiro membro, colocando o que nédo tem in-
cognita no segundo, com a operagao contraria.

Exemplo: Determine a raiz das equacgdes do 1° grau:
aax+3=0
Resolucdo: A operacgdo contrdria a soma é a subtracdo. Entao:
x+3=0
x=-3

b)-x-4 =10
Resolucdo: A operacao contrdria a subtracao é a soma. Entao:
Xx-4=10
Xx=10+4 (-1)
=-10-4
=-14
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0 2x+10=0
Resolucao: A operacao contraria da soma é a subtracdo e da multiplicacao é
a divisdo. Entdo:

2x+10=0
2x=-10
_ 10
X _ -
2
x=-5
X
d)-==5
3
Resolucao: A operagao contrdria a divisao é a multiplicagao. Entao:
X
-—_ =5
3
-x=3.5
-x=15.(-1)
x=-15

2) Equacao do segundo grau: Chamamos de equacdo do 2° grau toda
equacao do tipo:

ax’+bx+c,comab,ceRea=0
Exemplos:
1) x*+ 5x -4 =0;
2) -2X2+ x=7T;
3) x2- 3x = 0;
4) x*>-8=10;

Pergunta: Como resolver uma equacao do 2° grau?

E 0 mesmo que determinar suas raizes. As equacdes do 2° grau podem ser
completas ou incompletas, que é quando faltam os termos b ou c. Temos duas
situacoes:

1) Faltando o termo ¢, ou seja, equacao do tipo:

ax’+bx=0,comabeRea=0

Para determinar as raizes de equacgdes desse tipo, basta colocar a incégnita
em evidéncia. Dessa forma obteremos o produto de dois termos igualado a zero.
Para que um produto seja zero, um dos termos do produto deve ser zero.

Exemplo: Determine as raizes da equacao do 2° grau dada por:

x*+4x=0
X.(x+4)=0
x=0oux+4=0
x=0oux=-4
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2) Faltando o termo b, ou seja, equacao do tipo:
ax’+c=0,coma,ceRea=0

Para determinar as raizes de equac¢des desse tipo, basta isolar a incognita e
depois efetuar a raiz quadrada.

Exemplo: Determine as raizes da equacao incompleta do 2° grau dada por:
x?-16=0
x* =16
x = +/16
X=%4

Porém, para determinar a raiz de uma equagao completa do 2° grau, temos
que usar a férmula de Baskara. A férmula de Baskara é dada por:

b +JA
2a

A =b?*-4acex=

Exemplo: Determine as raizes da equacao completa do 2° grau dada por:

x2-4x+4=0
A =Db*- 4ac
A= (-4Y-4.14
A=16-16
A=0

Entao,

2a
R COE: Jo
2.1
_ 40
S 2
X,= 4+0 =2 0uUX,= 4-0 =2
2
3) Equacgao do terceiro grau: Chamamos de equacao do 3° grau toda equa-
¢ao do tipo:
ax’+ bx*+cx+d=0,coma,bcdecRea=0
Exemplos:

X3+ 2x*+ x + 5 =0;
2)2x°+2x+4 =0;
3)x° - 5x?= -4;
H)x°+2=0

Para determinar as raizes de uma equacao do 3° grau, usaremos as relagoes
do Girard que veremos adiante.

X
X
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13.4. Teorema Fundamental da Algebra

O Teorema Fundamental da Algebra nos diz que toda equacéo polino-
mial ou algébrica p(x) = 0 de grau N > 1 admite, pelo menos, uma raiz comple-
xa.

Com o auxilio do teorema fundamental da Algebra, mostraremos que

um polindmio de grau N > 1 pode ser decomposto em um produto de fatores
do 1° grau. Vejamos:

Seja a equacao polinomial de grau n > 1:
p(x) =ax"+a x"'+ ... +a,x’*+ax+a,
Pelo Teorema Fundamental da Algebra existe um numero X,, tal que
P(X,)=0.Assim,
p(x) = (X - x1).q1(x) =0 (M)
Concluimos, entdo, que X - X,= 0 ou q,(x) = 0. Sendo n >1, q,(x) néo
€ um polindbmio constante, logo, admite uma raiz X, , tal que:

q1(x):(x—X2).q2(x) ()
Substituindo (2) em (1), obtemos:
p(X) = (X -X;).(X-X,).q,(x) =0
Procedendo do mesmo modo, podemos escrever:
P(X) = (X=X, ).(X-X;)-(X-X3). oo (X=X, )-0 (%)
Sendo @, uma constante e 8, o coeficiente de X", pela identidade de po-
linémios temos q,= X". Dai:
p(X) = a, (X - X,).(X-X,).(X=X5). ... .(X-X,)

Quando um polindmio é escrito da maneira acima, dizemos que ele esta na
forma fatorada.

Exemplo: Considere o polinémio p(x) = 2x3- 8x2- 2x + 8, cujas raizes
séao X,=-1, X,=3 e x,=4.
Resolucao: Colocando p(x) na forma fatorada, temos:
p(x) = 2(x - (-1)).(x - 1).(x - 4)
p(x) =2.(x+ 1).(x-1).(x-4)
13.5. Relacao de Girard

A relacao de Girard é uma relacdo entre os coeficientes e as raizes de
uma equagao.

1° Caso: Seja a equacdo do 2° grau ax’+bx+c=0,ondea=0. De-
compondo em fatores do 1° grau:

ax’ +bx+c=a (x—x,).(x—Xx,)
ax® +bx+c=a [xX* — (X, + X, )X + X,.X,]
Dividindo os membros por “a”, obtemos:

b_.c
X2+ =X+ = X (XX, )X+ XX,
a a




(@
(P

a
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Pela identidade de polinbmios tiramos que:

a
XX, = ¢
a

Onde X, € X, sdo as raizes da equacao do 2° grau.

2° Caso: Seja a equacéo de 3° grau ax’+ bx*+ cx+d =0, ondea =0,

cujas raizes sao X;,X, € X,.De modo analogo ao caso anterior, obtemos:

X+ X, +X, =-—
1 2

* a

_C
XX+ X X5+ XX, = —
a
X, X, X, = d
1Ry T T

* a

Observacao: Podemos deduzir também relagcdes de Girard para equacdes
com grau maior do que 3.

Exemplo: Vamos escrever as relacdes de Girard para as seguintes equacoes:
a)4x*-3x+1=0

Resolucao: Sejam X, € X, asraizes da equagao acima. As Rela¢des de Girard
sdo dadas por:

x1+x2=-—=%
2 a4

b)2x3-4x?+ 3x+5=0

Resolucao: Sejam X, € X, as raizes da equagao acima. As Rela¢des de Girard
sao dadas por:

X+ X+ X, =-=—=—-=2
1 2 3 a 2

c_3

X XoF XX+ X, X0 = — = =

1°72 1-*3 23 a 2

X4 X5.X =4-3

1723 a 2

As relacdes de Girard nao servem somente para determinarmos a soma e o
produto de raizes. Elas sao utilizadas para compor equacdes do 2° grau. As equa-
coes sao representadas por: X*- Sx + Px =0, onde S é asoma e P é o produto
das raizes da equacao.

Exemplo: Determine a equacao do 2° grau que possui como raizes os nime-
ros 2 e-5.
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Resolucao: S e P sdo dados por:

Soma: S =x,+x,=2+(-5)=2-5=-3
Produto: P = X,.X,= 2.(-5) =-10

Assim, a equacao procurada é dada por:

x*-(-3)x-10=0 = x*’+3x-10=0

13.6. Multiplicidade de uma raiz

Um polindmio p(x), na forma fatorada, pode apresentar fatores repetidos.
Exemplos:

a)Seja p(x) = x*- 4x + 4

Resolucao: Na forma fatorada, p(X) = (X-2).(X-2),observamos dois fatores
iguais a (X - 2) . Dizemos, entdo, que 2 é raiz dupla, isto &, de multiplicidade 2.

b) Seja p(x) = x° - 5x* + 3x + 9

Resolucao: Na forma fatorada, p(X) = (X - 3).(X - 3).(X +1) , observamos
dois fatoresiguais a (X — 3) e um fatorigual a (X + 1) . Dizemos que 3 & uma raiz
de multiplicidade 2 e 1 é uma raiz simples, ou de multiplicidade 1.

13.7. Raizes Complexas

Sendo z=x+YVi(Xx,ye€R ey=0) raiz da equagdo p(x) =0 de coefi-
cientes reais, temos que também é raiz dessa equagdo. Em outras palavras, se
um numero complexo é raizde uma equagao, entdo, seu conjugado tambémo é.

Exemplo: Encontre as raizes da equacdo x*-4x +5=0.
Resolucao:

x=u = X= 42 = X,=2+iex,=2-i

Note que as raizes sao dois numeros complexos conjugados.

13.8. Raizes Racionais

Considere
p(x)=ax"+a x""+..+ax+a, =0,
uma equacao polinomial com coeficientes inteiros. Se o nimero racional P ,

compelZ eqe 7", p e g primos entre si, é raiz dessa equacao, entao p é divi-
sordea eqédivisordea .

Exemplo: Resolva a equacdo cibica: x*- x?- 2x + 2 = 0.
Resolucao: Primeiro vamos pesquisar as possiveis raizes racionais da forma

para P , entao, recairmos numa equacao do 2° grau.
- pséo os possiveis divisores dea,=2: p € {-2,-1 1 ,2} ;
- gsao os possiveis divisoresdea =1: q € {-1 ,1} ;

Portanto, P e {-2,-1 1 ,2} .Testando as possibilidades, obtemos:
q

p(-2)#0,p(2)#0, p(-1)=0 e p(1) =0,
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ou seja, 1 é raiz racional da equacao dada.

Pelo dispositivo de Briot-Ruffini:
1 1 -1 -2 2

1 0 -2 0

Para obtermos as outras raizes, basta resolvermos a equacgao:

x?-2=0 = x=4/2
Entdo o conjunto solucao da equacao é dado por S = {-\/E, \/5, 1} .

13.9. Um pouco de Historia

Albert Girard nasceu em 1595, em St Mihiel (Franca), e morreu no dia 8 de
dezembro de 1632, em Leiden (Holanda). Era francés, mas emigrou como refu-
giado religioso para a Holanda. Frequentou pela primeira vez a Universidade de
Leiden, aos 22 anos, onde estudou Matematica. Porém, seu primeiro interesse
foi a musica.

Trabalhou com algebra, trigonometria e aritmética. Em 1626, publicou um
tratado sobre trigonometria, contendo as primeiras abreviaturas sen, cos, tag.
Também forneceu féormulas para o calculo da area do triangulo. Desenvolveu
ainda esbocos do teorema fundamental da algebra e traduziu os trabalhos de
Stevin em 1625.

Em 1629, escreveu Invention nouvelle en l'algébre, demonstrando que as
equacoes podiam ter raizes negativas e imaginarias.

Como professor, ensinou Matemética, Engenharia, Optica e MUsica. Patro-
cinado pela corte, também pesquisou a lei da refracao e dedicou muito do seu
tempo a Engenharia no exército holandés, especialmente no projeto de fortifi-
cacdes e na cartografia.

Teste seu Conhecimento

1. Coloque na forma fatorada o polinémio p(X) = X*- 5x*+ 7x + 15, sa-
bendo que umaraiz é 5.

2.Uma raizde p(x) = 3x°+ 9x?- 18x - 24 é 2. Coloque esse polinémio na
forma fatorada.
3.Sendo g, b e cas raizes da equacdo 2x°3- 4x*+ 6x - 8 = 0, determine:
aat+tb+c
b) ab + ac + bc
o a.b.c
1. 1.1

d —+—+—
ab c

4. Determine o valor de k, para o qual uma das raizes da equacao
x?- 3kx + 5x = 0 é o dobro da outra.
5. Calcule a soma dos inversos das raizes da equacio 2x°+ 2x%-x +a =0.

6.Sabendo que -1 éraizduplade x3- 3x*- 9x - 5 = 0, determine o conjun-
to verdade da equacao.

7. Determine m de modo que a equacdo X+ mx -2 =0 tenha raiz dupla.
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8. Calcule os valores de m e n, de modo que a equacdo X*-mx+n =0
tenha uma raiz igual a (3 - 4i).

1
9. As raizes de um polindbmio de 4° grau sdao 3,2,-1,— e o coeficiente do
termo x* é 2. Qual é esse polinbmio? 2

10. Se a equacdo X+ 2x%-x +a =0 admite duas raizes opostas, entao,
qual é o produto de todas as suas raizes?

11.Resolva a equacdo x*- 7x + 6 = 0, sabendo que uma das raizes é 2.

12. Determine p na equacao x*+ px3+ pX2+ px + p =0, sabendo que 1
é raiz.

13.Calculeasomadosinversosdasraizesdaequacio 2x°- 5x*+ 4x + 6 =0

14. Determine o conjunto verdade da equacdo x3- 5x?+ 3x + 9 =0.

15. Calcule os valores de p e q de modo que a equacao X3+ pX2+ g=0
tenha uma raiz igual a (1+i).
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Gabarito

6.V ={-1,5}

7.m=-3

8.m=6 en=25

9.p(x) =2x*-9x3 + 6Xx*+ 11x -6
10.2

11. S={-3,1,2}

12.p=-—

2
13. -=
3

14. V ={-1,3}
15.p=-1eq=2
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Inequacoes Polinomiais

‘ 14.1. Definicao

Chama-se inequacao toda sentenca matematica que é aberta por
@® umadesigualdade.

Exemplos:

nNx-2>0;
X

2) = +5 <0;

)3

3)-2X< X+ 1;
X

4) x+ =<0

) 2

A resolucédo das inequacdes consiste em determinar os valores de x que as
satisfazem e pode ser feita pelo estudo de sinal de uma funcao.

Exemplo:
a)X+2>0 =>x>-2
Resolucdo: Seja a fungao dada por f(x) = x + 2; queremos f(x) > 0. Deter-
minando o zero da funcao:
x+2=0 = x=-2

Estudando os sinais da funcao:

----------- +HEEH

Os valores de x para os quais f(x) > 0 sdo aqueles que satisfazem a inequa-
cdo. Assim, o conjunto solucdo € dado por S = {X eR| x> -2}.

b) 2x-3<0

Resolucdo: Seja a fungao dada por f(x) = 2x - 3; queremos f(x) < 0.

Determinando o zero da funcao:

2x-3=0 = x= 3
2

Estudando os sinais da funcao:
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Os valores de x que tornam f(x) <0 sao aqueles que satisfazem a inequa-

cdo.

Assim, temos S = {x eR | x< %}

o x?-6x+8<0

Resolucio: Seja a funcdo dada por f(x) = x2- 6x + 8
Determinando do o zero da funcéo: '

x>-6x+8=0
a=1,b=-6ec=8

A =b?*- 4ac x=_bi\/z
2a

A= (-6)2-4.1.8 x= 0 £V4
2.1

A=36-32 x=6;—’2

A=4 X1=—6+2=§=4
2 2

X2=E=i=2

2 2

Queremos os valores de x para que a funcao seja menor que zero. Estudando
os sinais da funcao:

+++++\ -------- /-+++++
| -
L

4

Os valores de x que tornam f(x) < 0 sdo aqueles que satisfazem a inequa-
cao.
Assim, temos: S = {X eR|2<x< 4}

d) (-x+4).(x-3)<0
Resolucao: Seja a funcdo dada por f(x) = (-X + 4).(X - 3)
Determinando do o zero da funcdo: -x?+ 7x-12 =0

a=-1,b=7ec=-12

A = b?- 4ac X = b VA
2a
-7+ 1
= (-7)%-4.(-1).(-12 X =
A=(-7)-4.(-1).(-12) 2.1)
A=49-48 x= %1
-2
A=1 )g:ﬂ:f:?,
2 2
Xzzﬂ_ﬁ=4
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Queremos os valores de x para que f(x)<0.
Estudando os sinais da funcao:

Os valores de x que tornam f(x) <0 sao aqueles que satisfazem a inequa-
cao.

Assim, temos S = {x€R | x <3 ou x >4}.

14.2. Sistema de Inequacoes Polinomiais

Para resolvermos um sistema de inequacdes polinomiais, basta fazermos o
estudo do sinal de cada inequacao, separadamente, sequido da determinagao
da intersecgao dos conjuntos solugao dessas inequacoes.

Exemplo: Determine a solucdo do sistema abaixo:
3x-9>0 (1)
4x-8<0 (I
Resolugdo: Seja as fungdes f(x) =3x-9 e g(x)=-4x-8, queremos
f(x)>0 e g(x) <O0.
Determinando o zero das funcgoes:
Zero dafuncédo (I): X =3
Zero da funcao (Il): x = -2
Identificando os valores de x que satisfazem cada inequacdo como
S,= {X eR|x> 3} eS, = {X eR | x> —2} e fazendo a intersecao dos con-
juntos solucao, obtemos:
S

S, S, .

3
Assim, o conjunto solugdo é dado por:

S={xeR |x >3}
14.3. Inequacao-produto

Considerando f(x) e g(x) funcoes de variavel x, chamamos de inequagéo-
-produto as desigualdades do tipo:

f(x).9(x) > 0; f(x).g(x) < 0; f(x).g(x) < 0; f(x).g(x) > 0

Para resolvermos uma inequacao-produto, basta fazermos o estudo do sinal
das funcoes, separadamente, seguido da determinacao dos sinais do produto
de f(x) e g(x) e, posteriormente, identificando os valores de x que satisfazem a
inequacao-produto.
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Exemplo. Determine a solucdo de (Xz- 7x + ‘IO).(GX + 12) >0
Resolucao: Sejam f(x) = x*- 7x + 10 e g(x) = 6x + 12
Determinando os zeros das funcdes:

Zerodaf(x): x,=5 e x,=2
Zerodag(x): X = -2

Queremos que f(X).g(x) > 0, estudando os sinais das funcées e do produto
das fungdes, obtemos:

f(x): +++++++++ ----- +++++
> 5 g

gx) ------- t+++ A+
2 g

f(x).g(x): =------ T O o SR
2 -

Portanto, os valores de x que satisfazem a inequacdo sao:
S={xeR|-2<x<2oux>5}
14.4. Inequacao-quociente

Considerando f(x) e g(x) fungdes de variadvel x, chamamos de inequagdes
quociente as desigualdades como:

f(x f(x f(x
1) 50, M) g, M) < oy ) 59
9(x) 9(x) 9(x) 9(x)

Importante lembrar na resolucdao de uma inequacao-produto que o deno-
minador deve ser diferente de zero e a regra de sinais é a mesma, tanto para
multiplicacdo como para divisao, no conjunto dos reais.

2
X*Ax-3 .,

-X + 2
Resolucio: Sejam f(x) = -x*+ 4x -3 e g(x) = -x + 2
Determinando os zeros de f(x) e g(x):

Zerodef(x): x,=1eXx,=3
Zerode g(x): X =2

f(x)

Exemplo: Determine a solucdo de

Queremos que % >0, estudando o sinal das funcdes e quociente das
funcdes, obtemos: k
f(x): -------- +++++++ mmmmmm -
1 3 "
g(x): tttttt bt ommmmmmm e -
; >
@: -------- ++4+ --- +H++++ 4
9(x)
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Portanto os valores de x que satisfazem a inequacao sao:
S={xeR|1<x<2oux>3}

Teste o seu conhecimento

1. Determine o conjunto verdade das seguintes inequacgoes:
a) Xx+5>0
b)4x-3<0
x-6>0
)-3x-6<0
e) x*>-5x+6>0
f) -x*+ 8x-15<0
g) x*-10x+25>0
h) (x +4).(x-4)<0
2. Resolva as inequacoes, a seguir, no campo dos reais.
a) 2(x-2) +3<5(x+1)
b) 3(x-4) +1 >2x-12
o) (x-4)(x-3)<0
d) x(x-7)>0
3. Resolva os sistemas de inequacdes.
2x-2<0
{ 2x + 1< 2

o

3x<4x -7
{3x-1 > 5x + 2

{-3X-9<0
b

4x +3<7x-11

x2-3x.2>0
d) )
X“+x>0

. X2 -4x+12<0
5x+15<0

4. Resolva as inequacdes-quocientes.
a) X—1 >0
X
3x + 2
X + 3
-X -2 +1
-1+ X
2
a =X+ 2x - 1
x-4
2
. X-7x+6 S
x?-2x-3

b)

>0
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X X
5.Resolva a inequacgao dada por -——2>0

x+1 x-1

(3x——6)(—x—r3)-
(-4x+8)

6. Encontre o dominio de \/

7. Resolver a inequacao dada por X +4 < ——1.
X+

8. Determine a solucdo do sistema
Xx+5<0

2x% +12 > x* —8x
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Gabarito

={xeR|x<2oux>3}

f) V={xeR|x>5oux<3}
9) V=R
h) V= {xeR|-4<x<4}

2.

{x eR| x>-2}
{x eR| x=-1}
{

X eR|x<3oux <4}

a) VvV
b) V
oV
d V

xeR|x<0oux>7}

X eR| 1<x<—}
e]R|X>7

{XeR|0<X<1}

V
b) V
oV
dV
V=0

e)

4,
a)V={xeR|x<0oux>1

b) V={X€R| -3<x£-§}

o V={xeR|-2<x<-1oux>1}

d) V= {xeR|-2x-1oux>1}

e) V={xeR|x<-1ou1<x<3ouxx6}
5 V={xeR|x<-1oul0<x<1

6. V={xeR|x>3}

7. V= {xeR|x<-30u-2<x<-1}

8. V= {xeR|x <-6}
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