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Introducao

Este texto foi produzido para ser utilizado na disciplina MAT2 53 - Fundamentos
de Geometria do curso de Licenciatura em Matemadtica, modalidade & distancia, da
Universidade Federal de Vicosa. Nesta disciplina, faremos um estudo introdutorio sobre
geometria euclidiana plana. O desenvolvimento destas aulas apoiou-se nos seguintes
textos [1], [2], [3], [4], [6] e [5].

O contetido deste texto é distribuido em doze capitulos da seguinte forma:

1. no capitulo 1 descrevemos um pouco da histéria da geometria plana.
2. No capitulo 2 trabalhamos os axiomas de incidéncia e ordem.

3. Os axiomas de medicao, segmentos e angulos, sao desenvolvidos no capitulo 3,

secoes 3.1 e 3.2, respectivamente.

4. Os capitulos 4 e 5 contém os axiomas de congruéncia de triangulos e o teorema

do angulo externo.
5. O axioma das paralelas e consequéncias esta no capitulo 6.
6. No capitulo 7 apresentamos os casos de semelhanca de triangulos.

7. Os assuntos de poligonos, circulos e dreas estao descritos nos capitulo 8, 9 e 10,

respectivamente.

8. Encerramos com o capitulo 7?7 onde apresentamos os temas a serem desenvolvidos

nas praticas de ensino.

Desenvolvemos este estudo da Geometria Euclidiana Plana, retirando os axiomas
dos textos de [1] e [6]. Nestes textos encontramos uma boa gama de exercicios com um
histérico feito em cada capitulo contando um pouco sobre o desenvolvimento de cada
assunto. A completude da obra de Euclides, pode ser encontrada na traducao de “Os

Elementos” por Irineu Bicudo, em [2].
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Capitulo 1

Desenvolvimento Teorico e historico

da Geometria

Esta aula estd baseada nos seguintes textos: [1], [2], [3], [6] e [5]. Iniciamos fazendo
algumas consideracoes sobre logica antes iniciarmos a parte histérica.

Entende-se que uma teoria matematica resulta da interacao de dois fatores, um
conjunto de postulados® e uma légica. O conjunto de postulados constitui a base da
qual a teoria brota e a logica proporciona as regras pelas quais essa base pode se ex-
pandir para transformar-se num corpo de teoremas. Ambos os fatores sao importantes
e o estudo do primeiro constitui o objeto da axiomédtica. A axiomatica objetiva os
estudo das propriedades de conjuntos de postulados expressos dessa maneira que jun-
tamente com a logica proporciona as regras pelas quais essa base pode se expandir para
transformar-se num corpo de resultados.

Os grandes fatores do desenvolvimento da axiomatica, foram de um lado, as pesquisas
modernas visando encontrar um conjunto de postulados aceitdvel para a geometria
euclidiana e, de outro, a descoberta de geometrias nao-euclidianas® igualmente consis-
tentes.

Embora os gregos antigos tivessem desenvolvido consideravelmente a légica for-
mal e Aristételes (384 -322 a.C.) tivesse sistematizado o material resultante, esse tra-
balho pioneiro foi levado a efeito totalmente com o uso da linguagem corrente. Os
Matematicos da atualidade entenderam que seria uma tarefa praticamente inttil, tendo
em conta as preocupagoes modernas, continuar abordando a logica dessa maneira. A

fim de que essa matéria pudesse ser estudada com o carater cientifico necessario, era

! Atualmente nao se faz distincdo entre Axiomas e Postulados.
2A Geometria Hiperbdlica e a Geometria Esférica
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necessario introduzir-se uma linguagem simbodlica. A concretizacao desse intento resul-
tou no que se chama hoje de ldgica simbdlica ou logica matemadtica. Na légica simbdlica
representam-se as varias relagoes entre proposigoes, classe, etc., por formulas cujos sig-
nificados estao livres das ambiguidades tao comuns a linguagem corrente. Assim, dois
quesitos devem ser assumidos para que possamos concordar que uma demonstragao
estd correta: 1) Aceitagao de algumas afirmagoes chamadas ”Aziomas“ ou ”Postu-
lados “ sem justificativa adicional. 2) Aceitag¢ao de certas regras de raciocinio, isto €,

aceitacao de como, e quando, uma afirmacgao "seque logicamente“ de outra.

Deste modo, para se poder concordar quando uma demonstragao esta correta ainda
precisamos fixar certas terminologias e simbolos a serem utilizados. Portanto, aceitare-
mos também o seguinte: Os teoremas e simbolos usados no sistema axiomdtico deverao

ter significado compreendido igualmente por todos.

Segundo Bicudo [2], depois de Cauchy, Weierstrass, Bolzano, Dedekind, Cantor,
Frege, Hilbert, Bourbaki, e outros grandes autores do século XIX e XX, o que compete
ao matematico ao gerar uma teoria ¢ definir os conceitos de que se servira e demonstrar

as propriedades desses conceitos.

Mas, definir um conceito significa explica-lo em termos de outros conceitos ja
definidos, e demonstrar um resultado (teorema, proposicao, lema, ...) equivale a ar-
gumentar pela sua veracidade, usando as regras de inferéncia vélidas fornecidas pela
légica, com base em resultados anteriormente demonstrados. Assim, um certo conceito
co ¢ definido recorrendo-se aos conceitos ¢y, ¢, - -+ -, ¢, todos eles ja definidos, tendo
tais defini¢oes dos ¢y, s, -, ¢, ocorrido em funcao de outros conceitos, anteriores na

estrutura.

Os conceitos nao definidos sao chamados conceitos ou termos primitivos e todos os
outros, conceitos ou termos derivados. Estes conceitos admitidos sem demonstracao
sao ditos aziomas (hoje ndo se faz qualquer distingdo entre postulado e axioma), e os

demais, demonstrados, teorema, proposicoes, coroldrio e lema.

Essa estruturacao das disciplinas matemaéticas em conceitos primitivos e derivados,
axiomas e resultados fornecem “a arquitetura”da nossa ciéncia. E isso, conforme sus-
tenta Bourbaki, as nocoes de demonstracao dadas por Euclides, Arquimedes e Apolonio,
nao difere em nada da nossa. Agora, temos condigoes de prosseguir e apresentar um
breve levantamento histérico da Geometria, retirado em grande parte de [5], e em

seguida iniciarmos com os conceitos primitivos.
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1.1 Historia da Geometria

A palavra “geometria” vem do grego “geometrien” onde “geo”significa terra e “metrien”
medida. Geometria foi, em sua origem, a ciéncia de medicao de terras. O historiador
grego Herédoto (500 a.C.) atribuiu aos egipcios o inicio da geometria, mas outras
civilizacoes antigas tais como os babilonios, os hindus e os chineses também possuiam
muitas informagoes geométricas.

A geometria dos povos antigos era uma colecao de regras obtidas a partir de ex-
perimentacoes e observagoes de analogias, tentativas e de intuicoes. Assim, para os
babilonios, no periodo de 2000 a 1600 a.C., a drea do circulo era calculada tomando
trés vezes o quadrado do raio (isto é, eles tomavam como 3 o valor de 7; este também
era o valor de 7 para os chineses naquela época). Os egipcios de 1800 a.C., de acordo
com o papiro de Rhind, usavam (%)4 ~ 3,1604 como valor aproximado de 7. Muitas
vezes, os egipcios tinham célculos corretos; por exemplo, conheciam a formula correta
para o calculo do volume de um tronco de piramide de base quadrada. Por outro lado,
a formula correta para o calculo da area do retangulo, era por eles aplicada também a
qualquer quadrilatero.

A matematica babilonica foi mais avancada que a dos egipcios na aritmética e
algebra; além disso, eles conheciam o tradicional teorema de Pitdgoras, “num triangulo
retangulo o quadrado do comprimento da hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados dos
comprimentos dos catetos”, bem antes mesmo do que Pitdgoras.

Os gregos, por volta de 600 a.C. com Tales de Mileto, foram os que iniciaram
as investigacoes de cunho geométrico, estabelecendo a necessidade de se empregar o
método dedutivo no lugar do método de tentativa e erro. Tales, segundo Proclus, vis-
itou o Egito e a Babilonia tendo trazido desses lugares os conhecimentos geométricos
da época. Com o objetivo de verificar a correcao dos resultados executados, ele desen-
volveu a primeira geometria logica. O desenvolvimento organizado dos teoremas através
de provas (demonstragoes) foi caracteristica da matemédtica grega, e uma pratica in-
teiramente nova até entao.

A sistematizacao iniciada por Tales foi continuada, nos dois séculos seguintes, por
Pitagoras de Samos e seus discipulos. Em Crotona, sul da atual Italia, ele fundou
uma irmandade que ficou conhecida como Escola Pitagérica. A fundamentacao sis-
tematica da geometria plana foi realizada por essa escola por volta de 400 a.C., em

“Elementos” escrito pelo matemaéatico Hipécrates de Chios.

Um século depois, Euclides de Alexandria. publicou sua obra “Elementos” [12], onde
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reuniu, praticamente, quase tudo que se conhecia de matematica até entao. No século
4 a.C., Platao fundou sua famosa academia onde na entrada estava fixado o lema
“Que ninguém que ignore a geometria entre aqui”. Euclides foi um discipulo da escola

platonica.

Por volta de 300 a.C. ele produziu o tratamento definitivo da geometria grega e da
teoria dos nimeros nos seus treze volumes do “Elementos”. Neste tratado, Euclides
colocou os trabalhos de Pitagoras nos livros I-IV e IX; no livro VIII, os de Architas;
os de Eudoxo, nos livros V, VI e XII e os de Teeteto nos livros X e XIII. O livro
“Elementos” se tornou, ao longo do tempo, a obra mais publicada e lida. Sua abordagem

da geometria dominou o ensino desta matéria por mais de 2000 anos.

Fora tudo disso, o método axiomatico usado por Euclides em “Elementos”’é o
prototipo de tudo que chamamos hoje de “matemaética pura”. Ela é pura no sentido de
“puro pensar”; nenhum experimento fisico é preciso para verificar se suas afirmagoes

sao corretas, somente o raciocinio nas demonstracoes precisa ser conferido.

Os “Elementos”de Fuclides é puro no sentido de que esse trabalho nao inclui
aplicacoes praticas. Naturalmente, a geometria de Euclides tem um grande nimero de
aplicagoes a problemas praticos na engenharia, mas eles nao sao mencionados em “El-
ementos”. Muitas vezes, resultados puramente matematicos passam a ter importancia
em questoes aplicadas, sendo por isso uteis a sociedade. Além disso, aquelas partes da
Matematica que nao tém sido “aplicadas”sao também vélidas a sociedade, tanto como
trabalhos estéticos, comparados a musica e a arte, como contribuicao a expansao da

consciéncia e do conhecimento do homem.

Matematicos podem fazer uso da tentativa e erro, calculo de casos especiais, com-
putadores, ou outros meios para demonstrar teoremas. Para alguns dos mais impor-
tantes resultados em matemadtica foram, originalmente, dadas provas incompletas (o
ultimo Teorema de Fermat, por exemplo). Provas corretas serdo dadas mais tarde e

assim o trabalho matemaético estara satisfeito.

As provas nos dao seguranga de que os resultados sao corretos. Em muitos casos elas
nos dao resultados mais gerais. Um exemplo é o Teorema de Pitdgoras, que generaliza
resultados que os egipcios, hindus e outros povos conheciam s6 casos particulares.
Finalmente, provas, muitas vezes, nos dao uma visao de relagoes entre coisas diferentes,

nos forcando a organizar nossas idéias de um modo coerente.

Temos o direito de dar defini¢oes de termos novos baseados em outros que assumi-

mos como indefinidos. Assim, no desenvolvimento da geometria plana que faremos nas
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proximas aulas, iremos assumir alguns termos que serao basicos para definir todos os
outros termos geométricos no plano, a saber: - ponto; - reta. Esta lista constitui-se
dos termos geométricos indefinidos ou termos primitivos.

Todo corpo axioméatico que construiremos estard baseado nesses termos, e nas
nocoes algébricas de conjunto, correspondéncia, aplicagao, etc. Finalizaremos esta
aula apresentando uma breve descrigao, retirada de [3], do contetido desta obra ma-

jestal deixada por Euclides, Os Elementos.

1.2 Elementos de Euclides

Contrariamente a impressao muito difundida, os Elementos de Euclides nao tratam
apenas de geometria - contém também bastante teoria dos ntimeros e dlgebra elementar
(geométrica). O livro se compoe de 465 proposicoes distribuidas em treze livros.

O Livro I comeca com defini¢oes, postulados e axiomas preliminares necessarios. As
primeiras vinte e seis tratam principalmente das propriedades do triangulo e incluem
os trés teoremas de congruéncia. As proposicoes I 27 e I 32 estabelecem a teoria das
paralelas e provam que a soma dos angulos de um triangulo é igual a dois angulos retos.
As demais proposicoes do livro lidam com paralelogramos, triangulos e quadrados, com
atengao especial a relagoes entre areas. A proposigao I 47 é o teorema de Pitagoras com
uma demonstracao atribuida universalmente ao proprio Euclides e a proposigao final,
I 48, é o reciproco do teorema de Pitadgoras. O material desse livro foi desenvolvido
pelos pitagéricos antigos.

O Livro II, relativamente pequeno com suas quatorze proposicoes, lida com trans-
formacoes de areas e com a algebra geométrica da escola pitagérica. E nele que se en-
contram os equivalentes geométricos de muitas identidades algébricas. As proposicoes
IT 12 e II 13 que, conjuntamente, em linguagem mais moderna, enunciam o seguinte:
Num triangulo obtusingulo (actudngulo), o quadrado do lado oposto ao dangulo obtuso
(agudo), € igual a soma dos quadrados dos outros dois lados acrescida (diminuida) do
dobro do produto de um desses lados pela projecdo do outro sobre ele. Assim, essas
duas proposigoes estabelecem a generalizacao do teorema de Pitagoras hoje conhecida
como “lei dos co-senos”.

O Livro III, consistindo em trinta e nove proposicoes, contém muitos dos teoremas
familiares sobre circulos, cordas, secantes, tangentes e medidas de angulos associados

que hoje fazem parte dos textos de geometria elementar.
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No Livro IV, que tem apenas dezesseis proposicoes, discute-se a construgao, com
régua e compasso, de poligonos regulares de trés, quatro, cinco, seis e quinze lados bem
como a inscri¢ao e a circunscri¢ao desses poligonos num circulo dado.

O Livro V é uma exposi¢ao magistral da teoria das proporcoes de Eudoxo. Foi
por meio dessa teoria, aplicavel tanto as grandezas comensuraveis como a grandezas
incomensuraveis, que se resolveu o “escandalo logico” decorrente da descoberta dos
numeros irracionais pelos pitagoricos.

O Livro VI aplica a teoria das proporgoes eudoxiana a geometria plana. Encon-
tramos nele os teoremas fundamentais da semelhanca de triangulos; construcoes de ter-
ceiras, quartas e médias proporcionais; a resolugao geométrica de equagoes quadraticas;
a proposicao que assegura que a bissetriz de um angulo de um triangulo divide o lado
oposto em segmentos proporcionais aos outros dois lados; uma generalizacao do teo-
rema de Pitdgoras na qual, em vez de quadrados, tracam-se sobre os lados de um
triangulo retangulo trés figuras semelhantes descritas de maneira andloga; e muitos
outros teoremas.

Os Livros, VII, VIII e IX, que no total tém cento e duas proposigoes, tratam da
teoria elementar dos niimeros. O livro VII comeca com o processo, hoje conhecido como
algoritmo euclidiano, para achar o maximo divisor comum de dois ou mais nimeros
inteiros e o usa para verificar se dois inteiros sao primos entre si. O Livro VIII ocupa-
se largamente das proporcoes continuas e progressoes geométricas relacionadas. E no
Livro IX encontram-se muitos teoremas significativos tais como a proposicao IX 14 que
equivale ao teorema fundamental da aritmética.

O Livro X focaliza os irracionais - isto €, segmentos de reta incomensuraveis com um
segmento de reta dado. Para muitos especialistas, esse livro é, talvez, o mais notavel
dos Elementos.

Os trés livros restantes, XI, XII e XIII tratam de geometria sélida e cobrem grande
parte do material, com excecao do que diz respeito a esfera, comumente encontrado
nos textos para a escola secundaria. As defini¢oes, os teoremas sobre paralelepipedos
se encontram no Livro XI. O método de exaustao desempenha um papel importante
na abordagem de volumes do Livro XII. No Livro XIII se desenvolvem construcoes

visando a inscri¢ao dos cinco poliedros regulares numa esfera.




Capitulo 2
Axiomas de Incidéncia e Ordem

Ao estudarmos geometria plana, iniciamos com os termos indefinidos: ponto, reta e
plano. O plano ¢ visto como o conjunto em que os pontos sao seus elementos e as retas,
seus subconjuntos. Em outras palavras, imaginamos um plano como a superficie de
uma folha de papel que se estende infinitamente em todas as direcoes. Nela um ponto
é representado por uma pequena marca produzida pela ponta de um lapis quando pres-
sionada sobre o papel e uma reta como um aglomerado retilineo de pontos. Utilizaremos
letras maiusculas A, B, C, - - - para designar pontos e letras minusculas a, b, ¢, - - - para
designar retas. Alguns textos ao qual nos baseamos e mais completo sobre assunto
estao disponivel em [1] e [6].

E comum fazer-se uso de desenhos, no entanto, deixamos claro que os desenhos
devem ser considerados apenas como um instrumento de ajuda a nossa intuicao e
linguagem e nao como demonstracoes dos resultados ora apresentados.

O primeiro grupo de axiomas que apresentamos nesta aula é constituido pelos Ax-
tomas de Incidéncia e estes sao satisfeitos pelas figuras geométricas elementares no

plano, ou seja, os pontos e as retas.

Axioma 2.1 Qualquer que seja a reta existem pontos que pertencem e pontos que nao

pertencem a reta.
Axioma 2.2 Dados dois pontos distintos existe uma unica reta que os contém.

A seguir apresentamos uma sequéncia de axiomas que tratam da relacao de um
ponto localizar-se entre dois outros de uma mesma reta. Estes axiomas sao chamados

de Axziomas de Ordem.
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Axioma 2.3 Dados trés pontos distintos de uma reta, um e apenas um deles localiza-se

entre 0s outros dois.

Para apresentarmos o préximo axioma, dizemos pontos de uma mesma reta sao

pontos colineares.

Axioma 2.4 FEzistem pelo menos trés pontos distintos nao colineares (Figura 2.1)."

Figura 2.1: Os pontos A, B e C' sao nao colineares.

Axioma 2.5 Dados dois pontos distintos A e B sempre existem: um ponto C' entre A

e B e um ponto D tal que B estd entre A e D.

Uma consequéncia imediata deste axioma é que, entre quaisquer dois pontos de

uma reta, existe uma infinidade de pontos.

Definicao 2.6 O conjunto constituido por dois pontos A e B e por todos os pontos
que se encontram entre A e B € chamado segmento o qual denotaremos por AB. Os

pontos A e B sao denominados extremos ou extremidades do segmento (Figura 2.2).
’/‘
AB

Figura 2.2: Segmento AB entre os pontos A e B.

Definicao 2.7 Se A e B sdo pontos distintos, o conjunto constituido pelos pontos do
segmento AB e por todos os pontos C' tais que B encontra-se entre A e C, é chamado
de semi-reta de origem A contendo o ponto B, e € representada por sag. O ponto A é

denominado origem da semi-reta sar (Fiaura 2.3).
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Figura 2.3: Segmento AB entre os pontos A e B.

Note que dois pontos A e B determinam duas semi-retas s4p € Spa as quais contém
o segmento AB.

Também é uma consequéncia deste tltimo axioma que uma semi-reta s4p contém
uma infinidade de pontos além daqueles contidos no segmento AB.

Agora, considere uma reta r e dois pontos A e B que nao pertencem a esta reta.
Diremos que A e B estao em um mesmo lado da reta r se o segmento AB nao a

intercepta.

Figura 2.4: Os pontos C' e D estao do mesmo lado da reta r. O ponto F esta do lado

contrario ao lado de C' e D.

Figura 2.5: Segmento C'D corta a reta r.

Neste ponto, temos condicoes de apresentar a definicao de semi-plano e posterior-

mente o ultimo dos axiomas de ordem.

Definicao 2.8 Sejam r uma reta e A um ponto que nao pertence a reta r. O conjunto

constituido pelos pontos de r e por todos os pontos B tais que A e B estao em um

!'Em outras, nem todos os pontos do plano sao colineares.
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mesmo lado da reta r € chamado de semi-plano determinado por r contendo A, e serd

representado por P, (Figura 2.6).

Figura 2.6: Semi-plano P, 4.

Axioma 2.9 Dados trés pontos distintos de uma reta®, um e apenas um deles localiza-

se entre 0s outros dois.

Encerraremos esta aula com a apresentacao de dois resultados. Para isto, quando
duas retas tém um ponto em comum diz-se elas se intersectam ou que elas se cortam
naquele ponto. Duas retas sao paralelas se nao se intersectam. Duas retas distintas

que se intersectam sao chamadas retas concorrentes.

Proposicao 2.10 Duas retas distintas ou nao intersectam ou se intersectam em um

unico ponto.

Demonstragao: Sejam r e s duas retas distintas. A intersecao destas duas retas
nao pode conter dois pontos (ou mais) pontos, do contrario, pelo axioma 2.2, elas

coincidiriam. Logo a intersecao de r e s é vazia ou contém apenas um ponto. m

Proposicao 2.11 Para as semi-retas determinadas por dois pontos A e B tem-se:

a) sap U Spa € a reta determinada por A e B;

b) SAB ﬂSBA = AB.

Demonstragao: Faca como exercicio. m

2Pontos de uma mesma reta sdo chamados pontos colineares




Capitulo 3
Axiomas de Medicao

As primeiras idéias geométricas surgiram devido a necessidade do homem de efetuar
medidas, dentre elas a de comprimento, angulo e area. Alguns textos ao qual nos
baseamos e mais completo sobre assunto estao disponivel em [1] e [6].

Iniciamos esta aula com axiomas que fazem uso de propriedades dos nimeros reais.

Para uma referéncia, consulte [4].

3.1 Axiomas de Medicao: Segmentos

Axioma 3.1 A todo par de pontos do plano corresponde uwm niimero maior ou igual a

zero. Fste nimero € zero se e so se 0s pontos sao coincidentes.

O numero a que se refere este axioma é chamado de distancia entre os pontos ou

é referido como o comprimento do segmento determinado pelos dois pontos.

Axioma 3.2 Os pontos de uma reta podem ser sempre colocados em correspondéncia
biunivoca com os nimeros reais (figura 3.1), ou seja, podemos estabelecer uma corre-

spondéncia entre os pontos de uma reta e 0s numeros reais de modo que:
1. cada ponto da reta corresponde a exatamente um niumero real,
2. cada numero real corresponde a exatamente um ponto da reta, e

3. a distancia entre dois pontos € o valor absoluto da diferenca entre estes nimeros

correspondentes.

13
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Figura 3.1: Pontos de uma reta e a reta dos numeros reais

Ao aplicarmos este axioma, o ntimero que corresponde a um ponto da reta é de-
nominado coordenada daquele ponto.

Segundo o axioma 3.1 o comprimento de um segmento AB é sempre maior do que
zero. Assim, se a e b sao as coordenadas das extremidades deste segmento, o seu
comprimento sera a diferenca entre o maior e o menor destes niimeros, ou seja, o valor
absoluto da diferenca entre eles. Nés indicaremos o comprimento do segmento AB pelo
simbolo AB. Portanto,

=|b—al.

Axioma 3.3 Se o ponto C encontra-se entre A e B entao

AC+ CB = AB.

Com estes trés axiomas 3.1, 3.2 e 3.3 podemos relacionar a ordenacao dos pontos de
uma reta, introduzida através dos axiomas 3.1 e 3.2, com a ordem dos nimeros reais.
Os numeros reais sao ordenados pela relagdo “menor do que” (ou pela relagdo “maior
do que”), e faz sentido dizer que um numero ¢ estd entre dois outros a e b, quando

ocorrea <c<boub<c<a.

Proposicao 3.4 Se, em uma semi-reta sap, considerarmos um segmento AC com
AC < AB, entdo o ponto C estard entre A e B (Figura 5.2).

Demonstragao: Como o ponto A é a origem da semi-reta s,5 que contém os pontos

B e C, temos que A nao esté entre B e C. Se o ponto B estivesse entre A e C' entao,

pelo axioma 3.3, terfamos AB 4+ BC = AC e, como consequéncia AB < AC. Mas esta

desigualdade é contraria a hipétese AC < AB. Logo, é o ponto C que esté entre A e
B. =m




FENDARRNTOS Die GRORMIETRIL cead

s
A AB ¢ B
G——
AC
AB

Figura 3.2: Semi-reta s,p e C' ponto com AC < AB.

Teorema 3.5 Sejam A, B e C pontos distintos de uma mesma reta cujas coordenadas
sao, respectivamente, a, b e c. O ponto C estd entre A e B se e $6 se o numero ¢ estd

entre a e b.

Demonstracao: Se C estd entre A e B entdo pelo axioma 3.3, tem-se que AC+CB =
AB, ou seja
lc—a|l+|b—c|=]a—1|.

Suporemos inicialmente que a < b. Neste caso, segue da igualdade acima que
lc—al<b—a e |b—c/<b—a.

Dai,c—a<b—aeb—c<b—a. Portanto, c <be a < c. Assim, resulta que c esta
entre a e b. O caso b < a segue analogamente.

Reciprocamente, se o niimero c esta entre os nimeros a e b entao

lc—al+1b—c| =]a—b|

Segue-se dai queAC' + CB = AB. Em particular

O ponto C' estd entre A e B pois caso C' fosse separado pelo ponto A entao seria

o ponto A que estaria entre B e C' donde teriamos BA + AC' = BC. Dali resulta que
BA < BC o que estd em contradicdo com a desigualdade obtida acima. Isto prova a

afirmacao e conclui a demonstracao do teorema. m

Definicdo 3.6 O ponto médio do segmento AB é um ponto C tal que AC = CB
(Figura 3.3)

Teorema 3.7 Um segmento tem exatamente um ponto médio.
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Figura 3.3: Ponto médio C do segmento AB

Demonstragao: Faca como exercicio. m
A nocgao de distancia é uma das nocoes mais basicas da geometria. Pelo que ja

vimos ela satisfaz as seguintes propriedades:

e Para quaisquer dois pontos A e B do plano, tem-se AB > 0. Além disso, AB =0

se e somente se A = B.

e Para quaisquer dois pontos A e B tem-se que AB=BA.

Uma outra importante propriedade da distancia é a desigualdade triangular:

e Para quaisquer trés pontos A, B e C' do plano tem-se AC' > AB+ BC. Igualdade

ocorre se e somente se B pertence ao segmento AC'.
Encerramos esta aula com a definicao de circulo.

Definicao 3.8 O lugar geométrico dos pontos que equidistam um nimero real r de um

ponto A serd chamado de circulo de raio r e é constituido dos pontos B do plano tais
que AB =r.

3.2 Axiomas de Medicao: Angulos

A nocao de angulo, bem como das principais figuras geométricas, ja era conhecida por
muitos povos, desde os babilonios e assirios, que as utilizavam na medida de area e na
astronomia. Alguns textos ao qual nos baseamos e mais completo sobre assunto estao

disponivel em [1] e [6].

Definicao 3.9 Chamamos de angulo a figura formada por duas semi-retas com a
mesma origem. Se um angulo € formado pelas semi-retas sap € Sac entao essas semi-
retas sao chamadas lados do angulo, e o ponto A é chamado vértice do angulo. Tal
angulo € denominado angulo BAC ou CAB e representado por BAC ou C’A\B, respec-
tivamente (Figura 3.2).
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BAC=CAB

A ¢ o
C

Figura 3.4: Angulo é formado pelas semi-retas sag € Sac

Usualmente denominaremos o angulo BAC ou C'AB simplesmente por A e deno-

taremos por A, salvo situacoes onde houver conflitos com alguma outra notacao.

Axioma 3.10 Todo angulo tem uma medida maior ou igual a zero. A medida de um

angulo € zero se e somente se ele é constituido por duas semi-retas coincidentes.
Para facilitar o entendimento do préximo axioma, apresentaremos a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.11 Diremos que uma semi-reta divide um semi-plano se ela estiver con-

tida no semi-plano e sua origem for um ponto da reta que o determina (Figura 3.5).

Figura 3.5: Uma semi-reta que divide um semi-plano

Axioma 3.12 E possivel colocar, em correspondéncia biunivoca, 0s nimeros reais en-

tre zero e 180 e as semi-retas da mesma oriaem que dividem um dado semi-plano,




cead FENDARRNTOS Die GRORMIETRIL

de modo que a diferenca entre estes numeros seja a medida do angulo formado pelas

semi-retas correspondentes (Figura 3.6).

Figura 3.6: Correspondéncia entre os nimeros reais entre zero e 180 e as semi-retas da

mesma origem

Ao fazer tal correspondéncia chamamos o numero que corresponde a uma dada
semi-reta de coordenada da semi-reta. Se a e b forem as coordenadas dos lados do
angulo AOB, entao |a — b| é a medida deste angulo. Indicaremos um angulo e a sua

medida pelo mesmo simbolo. Assim escreveremos de uma maneira geral, AOB = |a—b|.

Definicao 3.13 Um angulo cuja medida é 90 ou 180 graus é chamado angulo reto ou

angulo raso, respectivamente.

Os angulos sao medidos em graus com o auxilio de um transferidor. Um angulo
formado por duas semi-retas distintas de uma mesma reta, é um exemplo de angulo

raso.
Definicao 3.14 Sejam spa, Sop € soc semi-retas de mesma origem. Se o segmento

AB interceptar soc diremos que soc divide o angulo AOB (Figura 3.7).

Axioma 3.15 Se uma semi-reta soc divide um angulo A@B, entao
AOB = AOC + COB.

Definicao 3.16 Dois angulos sao ditos suplementares se a soma de suas medidas é
180 graus. O suplemento de um angulo é o angulo adjacente ao angulo dado obtido

pelo prolongamento de um de seus lados.
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0C

Figura 3.7: spc divide o angulo AOB.

Quando duas retas distintas se interceptam, formam-se quatro angulos, conforme
indica a figura 3.8. Os angulos AOB e COD séo opostos pelo vértice. Do mesmo modo
os angulos AOD e BOC.

~ ~
AOB=COD

Figura 3.8: Angulos opostos pelo vértice.

Proposicao 3.17 fingulos opostos pelo vértice tem a mesma medida.

Demonstragao: De fato, se AOB e DOC sio angulos opostos pelo vértice, entao

eles tém o mesmo suplemento: AOD. Logo
AOB + AOD =180 = DOC + AOD

Portanto AOB = 180 — AOD = DOC.
Uma consequéncia imediata deste resultado é quando duas retas distintas se inter-
sectam, se um dos quatro angulos formados por elas for reto, entao todos os outros

também o serao. Neste caso diremos aue as retas sao perpendiculares.
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Teorema 3.18 Por qualquer ponto de uma reta passa uma unica perpendicular a esta

reta.

Demonstracao: (FEzisténcia) Dada uma reta r e um ponto A sobre ela, as duas semi-
retas determinadas por A de r formam um angulo raso. Considere um dos semi-planos
determinados pela reta r. De acordo com o axioma 3.12; entre todas as semi-retas com
origem A, que dividem o semi-plano fixado, existe uma cuja coordenada serd o ntiimero
90. Esta semi-reta forma, com as duas semi-retas determinadas pelo ponto A sobre a
reta r, angulos de 90 graus!. Portanto ela é perpendicular a reta 7.

(Unicidade) Suponha que existissem duas retas r; e 19 passando pelo ponto A e
perpendiculares a r. Fixe um dos semi-planos determinados por r. As interse¢oes das
retas r; e ro com este semi-plano sao semi-retas que formam um angulo o e formam
outros dois angulos # e v com as semi-retas determinadas pelo ponto A na reta r.

Como 71 e ry sao perpendiculares a r entao § = v = 90°. Por outro lado, devemos
ter a + B+ v = 180°. Logo v = 0° e as retas r; e ry coincidem. =

Neste momento temos condigoes de introduzir alguns conceitos importantes. Inici-
amos com a defini¢ao de circulo (ou circunferéncia) apresentando em seguida os con-

ceitos de corda, diametro e raio.

Definicao 3.19 Sejam A um ponto e r um nimero real positivo. Definimos a Circulo
(ou Clircunferéncia) de centro A e raio r, a qual denotamos por C(A,r), como sendo

o conjunto de todos os pontos do plano que estdo a mesma distancia v do ponto A.

O interior (exterior) de C(A,r) é o conjunto de todos os pontos X tais que AX <
r (AX > r). Um ponto desse tipo é chamado ponto interior (ponto esterior) da
circunferéncia. A uniao de uma circunferéncia com seu interior é chamada uma regiao

circular ou circulo.

Definicao 3.20 Chamamos de corda de uma circunferéncia qualquer segmento cujas
extremidades sejam pontos pertencentes a circunferéncia. Qualquer corda de uma cir-
cunferéncia que contenha seu centro é chamada diametro da circunferéncia. Um raio
¢ também um segmento com uma extremidade sendo um ponto da circunferéncia e a

outra o centro da mesma.

'Em alguns casos denotaremos 90 graus por 90°
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Definicao 3.21 Chamamos de corda de uma circunferéncia qualquer segmento cujas
extremidades sejam pontos pertencentes a circunferéncia. Qualquer corda de uma cir-
cunferéncia que contenha seu centro é chamada diametro da circunferéncia. Um raio
¢ também um segmento com uma extremidade sendo um ponto da circunferéncia e a

outra o centro da mesma.
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Capitulo 4
Axiomas de Congruéncias

Nesta aula apresentaremos os trés casos de congruéncias e alguns resultados que sao
consequéncias destes. Alguns textos ao qual nos baseamos e mais completo sobre

assunto estao disponivel em [1] e [6].

Definicao 4.1 Diremos que dois segmentos AB e CD sdo congruentes quando AB =
CD; diremos que dois angulos A e B sio congruentes se eles tém mesma medida.
Utilizaremos, por simplicidade de notagao, o simbolo =' para significar congruéncia de

segmentos ou angulos.”

Definicao 4.2 Dois triangulos sao conguentes se for possivel estabelecer uma corre-
spondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados e angulos correspondentes

sejam congruentes.

Dados dois triangulos ABC e DEF, diremos que estes sao congruentes se ao iden-
ticarmos os vértices A «— D, B +— FE e C' +<— F tivermos que sao validas todas as

relacoes abaixo:
AB=DFE BC=FEF AC =DF
A=D B=E C=F

Escreveremos ABC' = DEF para significar que os triangulos ABC' e DEF' sao

congruentes e que a congruéncia leva A em D, Bem E e C em F.

'Em alguns texto utiliza-se o simbolo = para designar congruéncia
2AB = CD deve ser lido como “o segmento AB é congruente ao CD”e A = B deve ser lido como

“o angulo A é congruente ao B”.

23
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Axioma 4.3 (LAL) Dados dois triangulos ABC ¢ DEF, se AB = DE, A =D e
AC = DF entao ABC = DEF (Figura 4.1).

48\ E

Figura 4.1: Triangulos ABC' e DEF congruentes pelo caso LAL
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Este axioma é conhecido como o primeiro caso de congruéncia de triangulos. Outros

dois casos serao apresentados a seguir.

Teorema 4.4 (2° caso de congruéncia de triangulos - A.L.A.) Dados dois triangulos
ABC ¢ DEF, AB=DE, A=D e B=E, entdo ABC = EFG .

L/AB\ /QE\
A c D P

Figura 4.2: Triangulos ABC' e DEF' congruentes pelo caso ALA

>
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Demonstracao: Sejam ABC' e DEF dois triangulos tais que AB = DE, A=De
B=EFE. Seja P um ponto da semi-reta s ¢ tal que AP = DF.

Ao compararmos os triangulos ABP e DEF, como AP = DF, AB=DFE e A=D
segue do axioma 4.3 que ABP = DEF. Como consequéncia temos que ABP = E.
Mas por hipdtese E = B = ABC e dai decorre que ABP = ABC. Mas entdo o ponto
P coincide com o ponto C e portanto os triangulos ABC e ABP coincidem. Como
ABP = DEF segue que ABC'= DEF =
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AB=AC == 3.3

isosceles

>
O

Figura 4.3: Triangulo isésceles

Definicao 4.5 Um triangulo € dito isdsceles se tem dois lados congruentes. FEstes

lados sao chamados laterais, e o terceiro lado é chamado de base (Figura /.3).

Proposicao 4.6 Em um triangulo isosceles os angulos da base sao congruentes.

Demonstragao: Seja ABC um triangulo em que AB = AC'. Pretende-se provar que
B = C. Para isto compare o triangulo ABC' com ele mesmo fazendo corresponder os
vértices da seguinte maneira:

A+—>A B+ C C+—B
Por hipétese, AB = AC ¢ AC = AB. Como A= A segue-se (pelo axioma 4.3) que

esta correspondéncia define uma congruéncia. Como consequéncia tém-se B=C. m

Proposicao 4.7 Se, em um triangulo ABC, tem-se dois angulos congruentes, entao

o triangulo € isdsceles (Figura 4.4).

AN AN
B=C = AB=AC
isosceles

Figura 4.4: Triangulo isésceles

Demonstracao: Seja ABC' um triangulo em que B = C. Mostraremos que AB =
AC.
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Ao compararmos o triangulo ABC' com ele mesmo, fazendo corresponder os vértices
A« A B+ C C+— Becomo por hipdétese B=CeC = E, segue-se (pelo
teorema 4.4) que esta correspondéncia define uma congruéncia ja que BC' = C'B. Como

consequéncia AB = BC. =m

Definicao 4.8 Seja ABC um triangulo e seja M um ponto da reta que contém B e C'.
O segmento AM chama-se mediana do triangulo relativamente ao lado BC', se M for
o ponto médio de BC'. O segmento AM chama-se bissetriz do angulo A se a semi-reta
Saym divide o angulo CAB em dois angulos congruentes, isto €, se CAM = MAB.
O segmento AM chama-se altura do triangulo relativamente ao lado BC', se AM for

perpendicular a reta que contém B e C' (Figura 4.5).

BM=MC=AM ¢ mediana

~ ~ —
BAM=MAC=AM é bissetriz
AM ortogonal a BC=AM ¢ altura

Figura 4.5: Altura, bissetriz e mediana de um triangulo

Proposicao 4.9 Em um triangulo isosceles a mediana relativamente a base é também

bissetriz e altura.

Demonstragao: Facga como exercicio. m

Encerramos esta aula com o terceiro caso de congruéncia.

Teorema 4.10 (30 caso de congruéncia de triangulos - L.L.L.) Se dois triangulos

tém trés lados correspondentes congruentes entao os triangulos sao congruentes (Figura

4.6).

Demonstracao: Sejam ABC' e DEF dois triangulos tais que AB = DE, BC = EF
e AC' = DF. Provaremos que ABC = DEF'.
Neste sentido, construa, a partir da semi-reta s4p e no semi-plano oposto ao que

contém o ponto C'; um angulo igual ao anculo D. No lado deste angulo que nao
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oo
m

AB=DE
B_C=E_F = ABC=DEF
AC=DF
——\ i \
C D F

Figura 4.6: Triangulos ABC' e DEF congruentes pelo caso LLL

contém o ponto B, marque um ponto P tal que AP = DF e ligue P a B. Como
AB = DE (por hipétese), AP = DF (por construcio) e PAB = D (por construco),
entao ABP = DEF.

Note que os triangulos ABC' e ABP sao congruentes. Para isto trace CP. Como
AP = DF = AC e PB = EF = BC(, entao os triangulos APC e BPC sao
isOsceles. Segue-se que APC = ACB. Mas entao, pelo primeiro caso de congruéncia
de triangulos, podemos concluir que ABP = ABC. Como ja tinhamos provado que
ABP = DFEF, concluimos que ABC' = DEF. =m




cead FENDARRNTOS Die GRORMIETRIL




Capitulo 5

Teorema do Angulo Externo e

Consequéncias

Nesta aula, apresentamos o Teorema do Angulo Externo para triangulos, o que nos
permite demonstrar mais um caso de congruéncia de triangulos, o caso L.A.A. Apre-
sentamos também outros resultados envolvendo desigualdades, entre eles os conhecidos
como casos de “dobradiga”. Alguns textos ao qual nos baseamos e mais completo sobre

assunto estao disponivel em [1] e [6].

Definicao 5.1 Se ABC ¢ um triangulo, os seus angulos AEC’, BCA e CAB séo
chamados de angulos internos ou simplesmente de angulos do triangulo. Os suplemen-

tos destes angulos sao chamados de angulos externos do triangulo.

Teorema 5.2 (Teorema do Angulo Externo) Todo angulo externo de um triangulo

mede mais do que qualquer dos angulos internos a ele nao adjacentes (Figura 5.1).

Demonstragao: Seja ABC um triangulo. Na semi-reta sc4 marque um ponto D tal
que A esteja entre C' e D. Provaremos que BAD > B e BAD > C. Para provar que
BAD > B , considere o ponto médio £ do segmento AB.

Na semi-reta scp, marque um ponto F' tal que CE = EF. Trace AF. Compare
os triangulos CEB e FAE. Como BE = AF (ja que E ¢é o ponto médio de AB),
CFE = EF (por construgao) e BEC = AEF (por serem opostos pelo vértice), segue-
se que BEC = AFEF. Consequentemente B < BAD. A prova de que BAD > C

deixamos a cargo do leitor. m

Proposicao 5.3 A soma das medidas de quaisquer dois angulos internos de um triangulo

¢ menor do que 180°.

29
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Figura 5.1: Angulo externo maior que os internos nao adjacentes

Demonstracao: Seja ABC um triangulo. Mostraremos que B+ C < 180°. Seja 0 o
angulo externo deste triangulo com vértice em C'. Pela proposicao anterior temos que
> B.

Como 6 e C sdo suplementares, entao 0+C = 180°. Portanto, B+C < 6+C = 180°.

Um consequéncia imediata desta proposicao é o seguinte resultado.

Corolario 5.4 Todo triangulo possui pelo menos dois angulos internos agudos.

Corolario 5.5 Se duas retas distintas ry e ro sao perpendiculares a uma terceira, entao

r1 € T9 nao se interceptam.

Figura 5.2: Retas r; e ry perpendiculares a reta s

Demonstragao: Se r; e 7y se interceptassem formar-se-ia um triangulo com dois

angulos retos, o que é um absurdo pelo corolario anterior. m
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Definicao 5.6 Duas retas que nao se interceptam sao ditas paralelas.

A proposigao seguinte fornece um método de construcao de retas perpendiculares e

também de retas paralelas (juntamente com o coroldrio 5.5).

Proposicao 5.7 Por um ponto fora de uma reta passa uma e somente uma reta per-

pendicular a reta dada.

Demonstracao: (Existéncia). Seja r uma reta e A um ponto fora desta reta. Tome
sobre r dois pontos B e C' distintos. Trace AB. Se AB ja é perpendicular a r,
terminamos a construgao. Caso contrario, considere, no semi-plano que nao contém
A, uma semi-reta com origem B formando com spC' um angulo congruente a ABC.
Nesta semi-reta tome um ponto A’ tal que BA’ = BA, chamado reflexo do ponto A
relativamente a reta r. O segmento AA’ é perpendicular a r. De fato, como BA = BA',
o triangulo ABA’ é isosceles. Como ABC = CBA' , entao BC' é bissetriz do angulo
ABA’. Segue-se, entao, que BC' é perpendicular a AA’.

(Unicidade) Se existissem duas retas distintas passando pelo ponto A e sendo ambas
perpendiculares a reta r, formar-se-ia um triangulo com dois angulos retos, o que é
absurdo de acordo com o corolério 5.4. =

O ponto A’ reflexo de A relativamente a r é caracterizado pelas seguintes condigoes:
a) AA’ é perpendicular a r, e
b) r corta AA’ no seu ponto médio.

A funcao F, que associa a cada ponto do plano, o seu reflexo relativamente a uma

reta fixada r, é chamada reflexao e tem as seguintes propriedades:
i) F,.(F,(A)) = A para todo ponto A,

ii) F.(A) = A se e somente se A é ponto da reta r,

iii) F.(A)F.(B) = AB, ou seja, F, preserva a distancia entre pontos do plano, e
iv) se A € r, BQQQr e B' = F,(B) entdo r ¢ a bissetriz do angulo BAB'.

Dado um ponto A e uma reta r, a perpendicular a r passando por A intercepta r em
um ponto P chamado: pé da perpendicular baixada do ponto A sobre a reta r. Se )

é qualquer outro ponto de r, o segmento AQ é dito ser obliquo relativamente a 7.
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O segmento QP é chamado de projecdo do segmento QA sobre a reta r. E uma
consequéncia da proposicao seguinte que QA > QP e que QA > AP. O ntimero AP é
chamado de distancia do ponto A a reta r.

Dado um triangulo ABC' diremos que o lado BC opde-se ao angulo A ou, de

maneira equivalente, que o angulo Aé oposto ao lado BC.

Proposicao 5.8 Se dois lados de um triangulo nao sao congruentes entao seus angulos

opostos nao sao congruentes e o maior angulo € oposto ao maior lado.
Demonstracao: Faga como exercicio. ®

Proposicao 5.9 Se dois angulos de um triangulo ndo sao congruentes entao os lados
que se opoem a estes angulos tém medidas distintas e o maior lado opoe-se ao maior

angulo.

Demonstragao: A primeira parte da proposicao é uma consequéncia imediata de
proposicoes da aula anterior. Para provar a segunda parte, considere um triangulo
ABC em que CAB < CBA e vamos mostrar que BC < AC. Observe que, existem
trés possibilidades: BC < AC, BC > AC e BC = AC.

Se BC > AC entdo, pela proposicao anterior, deverfamos ter CAB > CEA, o que

é contrario a nossa hipotese. Do mesmo modo, se ocorresse BC' = AC, o triangulo
seria isésceles e CAB = CBA, o que esta também em desacordo com nossa hipétese.

Logo deve ocorrer BC' < AC, como queriamos demonstrar. m

Teorema 5.10 Em todo triangulo, a soma dos comprimentos de dois lados € maior

do que o comprimento do terceiro lado.

Demonstracao: Dado um triangulo ABC mostraremos que AB + BC' > AC'. Para

isto, marque um ponto D na semi-reta s, de modo que AD = AB + BC. Segue-se
que BD = CB e, portanto, o triangulo BC'D é is6sceles com base C'D. Logo, teremos
BAD = BDC. Como B estd entre A e D, entao BCD < ACD. Segue-se que no
triangulo AC'D tem-se BDC < ACD. Logo, pela proposicdo anterior, AC < AD.
Mas entao AC < AB+ BC. m

Teorema 5.11 (Desigualdade Triangular) Dados trés pontos distintos A, B e C

do plano, tem-se que AC < AB + BC'. Igualdade ocorre se e somente se B pertence

ao segmento AC'.
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Demonstragao: Se A, B e C nao estao sobre uma mesma reta, entao eles determinam
um triangulo e a desigualdade é consequéncia do teorema anterior. Se estao sobre uma
mesma reta, sejam a, b e ¢, respectivamente, as suas coordenadas. Neste caso é simples
verificar que
la —c| <l]a—0b+|b—¢|
e que igualdade ocorre se e somente se b estd entre a e c. O resultado agora é uma
consequéncia do teorema 3.5 da aula sobre Medicao. m
A desigualdade triangular é a tunica restricao para que se possa construir um
triangulo com comprimento dos lados pré-determinados. Por exemplo, de acordo com

esta desigualdade é impossivel construir-se um triangulo cujos lados sejam 5, 3 e 9.

Proposicao 5.12 Sejam a,b e c trés nimeros positivos. Suponha que |a —b| < ¢ <

a+b. Entao pode-se construir um triangulo cujos lados medem a,b e c.

Demonstracao: Trace uma reta e sobre ela marque dois pontos A e B tais que
AB = ¢. Com um compasso descreva um circulo de centro A e raio b, e um circulo de
centro B e raio a.

Como |a — b| < ¢ < a+ b, os dois circulos se interceptam. Chame quaisquer dos
pontos da intersecao de C'. O triangulo ABC' tem lados medindo a, b e ¢ como desejado.

Definicao 5.13 Um triangulo que possui um angulo reto € chamado triangulo retangulo.
O lado oposto ao angulo reto € chamado hipotenusa, e os outros dois lados sdo denom-

mados catetos.

Segundo o corolario 5.4 os angulos opostos aos catetos sao agudos e como con-
sequéncia da proposicao 5.9 temos que a hipotenusa é maior do que qualquer dos
catetos. Por outro lado, pela desigualdade triangular, o comprimento da hipotenusa é
menor do que a soma dos dois catetos. Se dois triangulos retangulos sao congruentes
entao, necessariamente, os angulos retos devem-se corresponder.

Assim, além dos trés casos de congruéncia que ja conhecemos, existem outros trés

especificos para triangulos retangulos. Estes sao apresentados no teorema seguinte.

Teorema 5.14 (Congruéncia de Triangulos Retangulos) Sejam ABC e A'B'C’
dois triangulos retangulos cujos angulos retos sao CeC. Se alguma das condigoes

abaizo ocorrer, entdo os dois triangulos sao congruentes:

1. BC=B(C e A=A}

Lcateto e angulo oposto
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Figura 5.3: Congruéncia pelo caso LAA.

2. AB=A'B" ¢ BC = B'C’, ¢
3. AB=A'B e A= A3

Demonstragao: Nossas hipoteses para resolvermos o primeiro caso sao as seguintes:
A= 121\’, BC = B'C", C=C (reto). Para provar que ABC' e A’B’'C" sdo congruentes
marque um ponto D sobre a semi-reta sc4 de sorte que CD = C'A’. Os triangulos
CDB e C'"A'B’ sao entao congruentes, pelo primeiro caso de congruéncia.

Como consequéncia, tem-se que CDB = A'. Desde que CAB = A’ (por hipdtese),
concluimos que CDB = CAB.

Note que A e D coincidem pois caso isto nao ocorresse A, D e B formariam um
triangulo em que os angulos CDB e CAB seriam angulos externo e interno nao adja-
centes, e assim pelo teorema do angulo externo a igualdade acima nao poderia ocorrer.
De A e D coincidirem segue que CAB = CDB. Ainda, CDB = C'A’B’ donde conclui-
se que CAB=C'AB". =m

Uma consequéncia do Teorema do Angulo Externo 5.2 é um quarto caso de con-

gruéncia de triangulos.

Teorema 5.15 (4° caso de congruéncia de triangulos - L.A.A.) Sejam ABC e
DEF dois triangulos tais que AB = DF, B=FeC=F. Entio ABC = DEF
(Figura 5.3).

Demonstragao: Sejam ABC e DEF dois triangulos e consideremos P um ponto da

semi-reta sgo tal que BX = FF com X, inicialmente, entre B e C.

2hipotenusa e cateto
3hipotenusa e angulo adudo




FUNDARENTOS DiE GRONIETRIL cead

Pelo Axioma de Congruéncia de triangulos, caso L.A.L., obtemos ABX = DEF.
Disto, obtemos que
AXB = DFE.

Mas AXB é um angulo externo do triangulo AXC, do qual ACX ¢ angulo interno
nao adjacente. Assim, pelo Teorema do Angulo Externo 5.2 temos que AXB > ACX
e pela hipdtese segue que AXB > DFE o que contradiz 5.

Se X estisse depois de C, ou seja, C' entre X e B, demonstrariamos analogamente
que AXB < DEF. m

Corolario 5.16 Em todo triangulo retangulo cada cateto é menor que a hipotenusa.

Corolario 5.17 Dada uma reta v e um ponto P fora dela, o menor segmento com

uma extremidade em P e outra na reta r € aquele que € perpendicular a r.

Demonstracao: Seja () um ponto de r tal que PQ seja o tinico segmento com origem
em P e perpendicular a ela. Seja R um ponto de r, distinto de Q.

O triangulo PQ R assim formado é retangulo em () com hipotenusa PR, sendo P()
um de seus catetos. Pelo corolario anterior, temos P@Q) < PR, chegando assim ao
resultado procurado. m

Encerramos esta aula com a definicao de distancia de um ponto a uma reta.

Definicao 5.18 Definimos a distancia de um ponto P a uma reta r dada, o que

denotamos por d(P,r) como:
a) se P estd em r entio d(P,r) =0, ;

b) se P ndo estd em r entdao d(P,r) = PP’, onde P' € r e PP’ € 0 menor segmento

com uma extremidade em P e a outra em r.
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Capitulo 6

Quinto Postulado de Euclides

Nesta aula trabalharemos o quinto postulado de Euclides, também conhecido como
axioma das paralelas. Alguns textos ao qual nos baseamos e mais completo sobre
assunto estao disponivel em [1] e [6].

O axioma que apresentamos a seguir diz, essencialmente, que duas retas paralelas

a uma terceira e com um ponto em comum sao coincidentes.

Axioma 6.1 Por um ponto fora de uma reta m pode-se tracar uma unica reta paralela

a reta m.
Uma consequéncia imediata deste axioma € o seguinte resultado.

Proposicao 6.2 Se a reta m € paralela as retas ny e ny, entao ny e ny sao paralelas

ou coincidentes.

Demonstragao: Suponha que n; e ny nao coincidem e sao paralelas a reta m. Se
ny e ng nao fossem paralelas entre si, elas teriam um ponto de intersecao, digamos, P.
Mas entao n; e ng seriam distintas paralelas a reta m passando por P. Isto contradiz

o axioma V. Logo ny e ny sao paralelas. m
Corolario 6.3 Se uma reta corta uma de duas paralelas, entao corta também a outra.

Demonstragao: Sejam n; e ny retas paralelas. Se uma reta m cortasse n; e nao
cortasse ng, entao m e mo seriam paralelas. Assim no seria paralela a m e n;. Como
m e mp; nao sao paralelas entre si nem coincidentes, temos uma contradicao com a

proposicao anterior. Logo m corta também n,. m
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Neste ponto surge uma questao: Se retas sao infinitas em comprimento, como
poderemos provar que duas retas nao se interceptam?

Uma maneira simples de responder a esta pergunta é cortarmos as retas paralelas,
digamos n, e ny, por uma reta m e compararmos os angulos formados entre m e n; ou

m e ne, respectivamente.

a=p=>n;=n,

"

Figura 6.1: Retas paralelas cortadas por uma transversal.

Proposicao 6.4 Sejam nq e ny duas retas e sejam « e 5 o angulo formado por estas

retas com a reta m (veja figura 6.1). Se a = 3 entdo as retas ny e ny sao paralelas.

Demonstragao: De fato, se ny interceptasse ny em algum ponto P, como represen-
tado na figura seguinte, formar-se-ia um triangulo ABP. Neste triangulo a é o angulo
externo e 5 é um angulo interno nao adjacente ao angulo «, ou vice-versa. Assim, pelo
teorema do angulo externo terfamos a # 3 o que contradiz nossa hipétese. Portanto
N1 € Ny Nao se interceptam. m

Quando duas retas sao cortadas por uma transversal formam-se oito angulo como

indicado na figura abaixo. Quatro deles sdo correspondentes aos outros quatro (Figura

?7), a saber

) oUv W) =)
o) ) ) o)

Note que /7\,

consequencia, se 1 =

= g, 3=5ed=56 por serem opostos pelo vértice. Como

)y D)

entao todos os outros pares de angulos correspondentes serao
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Y

o}

)
&)

Figura 6.2: Angulos opostos pelo vértice.

congruentes. Além disso, teremos que 342 = 180°. Inversamente, se 342 = 180°
entdao 1 = 2. Estas observagoes permitem reescrever a proposicao anterior de duas

maneiras.

m

A AN
,,1 2+3=180°= n, =

m

W)

Ny

Figura 6.3: Angulos implicando em paralelismo.

Proposicao 6.5 Se ao cortarmos duas retas com uma transversal, obtivermos 3+ 2 =

180° entao as retas sao paralelas.

Proposicao 6.6 Se ao cortarmos duas retas com uma transversal, os angulos corre-

spondentes forem congruentes, entdo as retas sao paralelas.

O Axioma 6.1 permite-nos mostrar que a inversa desta proposicao é também ver-

dadeira.
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Proposicao 6.7 Se duas retas paralelas sao cortadas por uma transversal, entdo os

angulos correspondentes sao congruentes.

Demonstracao: Sejam m e m’ nos pontos A e B, respectivamente. Considere uma
reta m” passando pelo ponto A e formando com a transversal quatro angulos congru-
entes aos angulos correspondentes formados pela reta m’ com a mesma transversal. De
acordo com a proposicao anterior m’ e m” sao paralelas. De acordo com a proposicao
6.2 e 0o Axioma 6.1, m e m” sao coincidentes. Portanto m forma angulos com a reta n
congruentes aos correspondentes formados por m’ com a reta n. m

A seguir, apresentaremos duas consequéncias do Axioma das paralelas (Axioma
6.1).

Teorema 6.8 A soma das medidas dos angulos internos de um triangulo € 180°.

Demonstracao: Seja ABC um triangulo. Pelo vértice C' trace uma reta paralela ao

lado AB. Numere os triangulos formados com o vértice C', como indicado na figura
6.4.

Figura 6.4: Os angulos internos de um triangulo

Tem-se 1 4+ 2 + 3 = 180°. Como AC é transversal as duas paralelas, é uma con-
sequéncia direta da proposicao anterior que 1= A. Como BC é também transversal
as duas paralelas, entao 3= B. Portanto A+ B+ C = 180°. m

Deste resultado seguem outros imediatos.

Coroldrio 6.9 a) A soma das medidas dos angulos agudos de um triangulo retangulo
€ 90°.
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b) Cada angulo de um triangulo equildtero mede 60°.

c) A medida de um angulo externo de um triangulo € igual a soma das medidas dos

angulos internos que nao lhe sao adjacentes.

d) A soma dos angulos internos de um quadrildtero € 360°.

O proéximo resultado nos diz que retas paralelas sao equidistantes. A inversa deste

teorema ¢é também verdadeira.

Teorema 6.10 Se m e n sdao retas paralelas, entao todos os pontos de m estio a

mesma distancia da reta n.

Demonstracao: Sejam m e n retas paralelas. Sobre m tome dois pontos A e A',
e deles baixe perpendiculares a reta n. Sejam B e B’ respectivamente os pés destas
perpendiculares. Devemos provar que AB = AB’. Para isto trace A’B como indicado
na figura seguinte.

Observe que AA'B = A'BB' e que A’ AB = 90°. Isto 6 uma decorréncia de que m
e n sao paralelas e da aplicagao da proposi¢ao 6.7 ao considerar-se A’B e AB como
transversais. Portanto os triangulos AA'B e B'BA sio triangulos retangulos com um
angulo agudo e hipotenusa (comum) congruentes. Segue-se do teorema 5.14 que eles
sdo congruentes. A congruéncia é a que leva A em B, A’ em B e B em A’. Logo
AB = A’B’, como querfamos demonstrar. m

Agora apresentaremos a definicao de um paralelogramo.

Definicao 6.11 Um paralelogramo é um quadrado cujos lados opostos sao paralelos.

Figura 6.5: Paralelogramo.

Proposicao 6.12 Em um paralelogramo lados e angulos opostos sao congruentes.
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Demonstragao: Seja ABC'D um paralelogramo. Trace a diagonal AC. Como AB e
DC sao paralelos, entao BAC = ACD. Analogamente, de AD e BC' serem paralelos,
temos CAD = ACB. Além disso, AC' é comum aos triangulos ABC e C DA e portanto
temos que estes triangulos sao congruentes. Logo B = lA), AB = CD e BC = DA.

~

Disto decorre que A=C. m

Proposicao 6.13 As diagonais de um paralelogramo se intersectam em um ponto que

¢ ponto médio das duas diagonais.

Estes dois resultados dao condigoes para que um quadrilatero seja um paralelo-

gramo.

Proposicao 6.14 Se os lados opostos de um quadrildtero sao congruentes entao o

quadrilatero é um paralelogramo.

Demonstracao: Seja ABC'D um quadrilitero em que AB = CD e BC = AD.
Trace a diagonal BD do quadrilatero. Os triangulos ABD e C'DB sao congruentes
de acordo com o terceiro caso de congruéncia de triangulos. Logo CBD = BDA e
CDB = DBA. A primeira igualdade garante que BC' e AD sao paralelos. Log ABCD
¢ um paralelogramo. m

Outro resultado que temos é o seguinte:

Proposicao 6.15 Se dois lados opostos de um quadrildtero sao congruentes e parale-

los, entao o quadrilatero é um paralelogramo.

Encerraremos esta aula com mais dois resultados.

Teorema 6.16 (Teorema Fundamental da Proporcionalidade) Se uma reta par-
alela a um dos lados de um triangulo corta os outros dois lados, entao ela os divide na

mesma 1azao.

Uma consequéncia do Teorema Fundamental da Proporcionalidade é o Teorema de

Tales que enunciamos a seguir.

Teorema 6.17 Se duas retas sao transversais a um conjunto de retas paralelas, entao
a razao entre os comprimentos de dois segmentos quaisquer de uma delas é igual a

razao entre os comprimentos dos segmentos correspondentes das outras.




Capitulo 7
Semelhanca de Triangulos

A teoria da semelhanca entre figuras constitui ferramenta importante em muitas areas
tais como Engenharia e Arquitetura, na ampliagao e redugao de plantas, mapas ou
maquetes. Alguns textos ao qual nos baseamos e mais completo sobre assunto estao
disponivel em [1] e [6].

Nesta aula, nos limitaremos aos casos de Semelhanca de triangulos. Este tema é

fundamental para o desenvolvimento das construgoes com régua e compasso.

Definicao 7.1 Diremos que dois triangulos sao semelhantes se for possivel estabelecer
uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que os angulos correspon-

dentes sejam iguais e lados correspondentes sejam proporcionais.

Figura 7.1: Exemplo de dois triangulos semelhantes.

Com esta definicao queremos dizer que, se ABC' e DEF sao dois triangulos semel-

hantes e se A «— D, B +— FE e C «<— F é a correspondéncia entre os vértices que
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estabelece a semelhanca, entao valem simultaneamente as seguintes relagoes:

A=DB=BC=F .28 _DC_AC
DE EF DF

O quociente comum entre as medidas dos lados correspondentes é chamado de razao

de proporcionalidade entre os dois triangulos. Note que dois triangulos congruentes sao
semelhantes com razao de proporcionalidade um. Também dois triangulos semelhantes

com razao de proporcionalidade um sao congruentes.

~ ~

Teorema 7.2 Dados dois triangulos ABC e DEF, se A =D e B = E entio os

triangulos sao semelhantes.

ﬁ)
o)

= ABC = DEF

Q
&)
&)

Figura 7.2: Primeiro caso de semelhanca de triangulos semelhantes.

Demonstragao: Como a soma dos angulos de um triangulo é 180°, entao a con-
gruéncia dos angulos Ae D edos angulos B e E acarreta na congruencia dos angulos
C e F. Resta provar que os lados sao proporcionais. Para isto, tome na semi-reta
spe 0 ponto G de modo queDG = AB. Pelo ponto GG trace uma reta paralela a E'F.
Esta corta a semi-reta spp num ponto H, formando um triangulo DGH que é con-
gruente ao triangulo ABC, ja que A= E,AB = DG, B = E = DGH. Esta tltima

congruéncia deve-se ao paralelismo de GH e EF. Segue-se de um resultado da aula
DG DG

anterior que ﬁ = DF Como AB = DG e AC' = DH entao, da igualdade acima
4B _ ) AC _ CB
obtém-se: &= = DF De maneira analoga demonstra-se que 5= = z=. ®

A seguir apresentamos outro caso de semelhanca.

Teorema 7.3 Se, em dois triangulos ABC' e DEF tem-se A=D e 4B = AT op140

os triangulos sao semelhantes.
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= ABC = DEF

Figura 7.3: Segundo caso de semelhanga de triangulos semelhantes.

Demonstragao: Construa um triangulo GHI que tenha GH = DFE, A=Ge

H = B. De acordo com o teorema 7.2, os triangulos ABC' e GHI sao semelhantes.

fte. AB _ AC
Por conseguinte: £= = Z=. -
Como GH = DFE, a hipdtese % = % e a igualdade acima implicam que:
GH = DF.

Por construgao, GH = DFE e G=A= E, podemos concluir, pelo primeiro caso de
congruéncia de triangulos, que os triangulos DEF e GHI sao congruentes. Como ja
sabiamos que ABC' e GHI eram semelhantes, podemos concluir facilmente que ABC
e DEF sao semelhantes. m

O terceiro caso de semelhancga é o seguinte:

AB_BC_AC | ABC = DEF

Figura 7.4: Terceiro caso de semelhanca de triangulos semelhantes.
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Teorema 7.4 Se, em dois triangulos ABC e DEF, tem-se

AB BC AC
DE EF DF’

entao os dois triangulos sao semelhantes.

Demonstragao: Construa um triangulo GHI que tenha H = A\, GH = DF e

GI = DF. Segue-se da hipitese que = E = %. Portanto, de acordo com o teorema

7.3, os triangulos ABC' e GHI sao semelhantes.

Decorre dai que, além da igualdade acima, também ocorre é;g = %.

Segue-se que IJ = FG. Como ja tinhamos que GH = DE e GI = DF (por
construgao) entao, pelo terceiro caso de congruéncia de triangulos, GHI e DEF séao
congruentes. Como GH I e ABC sao semelhantes, conclui-se que ABC e DEF também
sao. ®

Apresentaremos a seguir uma sequéncia de resultados validos para triangulos retangulos,

cujas demonstracoes nao faremos nesta aula.

Proposicao 7.5 Em todo triangulo retangulo a altura do vértice do angulo reto é a

média geométrica entre as projecoes dos catetos sobre a hipotenusa.

A seguir o Teorema de Pitagoras.

Teorema 7.6 Em todo triangulo retangulo o quadrado do comprimento da hipotenusa

¢ igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.

Proposicao 7.7 Um tridngulo possui lados medindo a,b e c. Se a®> = b* + ¢, entdo o

triangulo € retangulo e sua hipotenusa € o lado que mede a.




Capitulo 8
Poligonos

Iniciamos esta aula com a definicao de poligonal para em seguida apresentarmos o
conceito de poligono. Alguns textos ao qual nos baseamos e mais completo sobre

assunto estao disponivel em [1] e [6].

Definicao 8.1 Uma poligonal é uma figura formada por uma sequéncia de pontos
P, P, - P, epelos segmentos PPy, PoP3, P3Py, --- , P, 1P,. Os pontos sao os vértices

da poligonal e 0s segmentos sao 0s seus lados.
Definicao 8.2 Um poligono é uma poligonal em que as sequintes 4 condig¢oes sao sat-
isfeitas: a) P, = Py, b) os lados da poligonal se interceptam somente em suas ex-

tremidades, c) cada vértice € extremidade de dois lados e d) dois lados com mesma

extremidade nao pertencem a uma mesma reta.

Figura 8.1: Exemplo de um poligono com 5 lados convexo.
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Um importante conceito relacionado a poligonos é o convexidade que veremos a

seguir.

Definicao 8.3 Um poligono é convexo se estd sempre contido em um dos semi-planos
determinados pelas retas que contém os seus lados, ou seja, se nenhum par de pontos

que determinam seus lados estd em semi-planos opostos.

Figura 8.2: Exemplo de um poligono nao convexo.

A soma dos comprimentos dos lados de um poligono é chamada perimetro do
poligono. Note que em um poligono convexo, as diagonais estao sempre contidas na

regiao limitada pelo poligono.

Os angulos do poligono convexo sao PZ»_1]32-PZ~+1, comi=2,3,---,n—1e também
os angulos Pn_lf’;Pl e Pn/P\1P2.

Sao chamados angulos externos do poligono convexo Pi, Ps,---, P, cada um dos
angulos Qi,lﬁiPiH, comi=23,--- ,n—1etambém os angulos QnJ/D;Pl e QJDIPQ em

que @, distinto de F;, é um ponto qualquer da semi-reta sp,p,_,; @, distinto de P, é
um ponto qualquer da semi-reta sp, p,_, € @1, distinto de P;, é um ponto qualquer da
semi-reta sp, p , ou também os seus correspondentes angulos opostos pelo vértice.
Cada poligono é denominado de acordo com seu nimero de lados. Dessa forma,
um poligono de 3 lados é chamado de triangulo; 4 lados, quadrilatero, um de 5 lados
pentagono, um de seis lados, hexdgono e, assim, um de n lados é chamado n-agono.

Neste ponto achamos interessante falar um pouco sobre quadrildteros.
Definicao 8.4 Um quadrildtero é um poligono de quatro lados.

Denominaremos por lados opostos de um quadrilatero aos lados que nao se inter-

ceptam e por lados consecutivos se os lados tem um vértice em comum.
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Figura 8.3: Poligonos com 3, 4, 5, 6 ¢ 10 lados.

Figura 8.4: Exemplo de um quadrilatero.

Uma diagonal é um segmento que une dois vértices nao consecutivos.

Num quadrilatero ABCD, AB e C'D sao lados opostos, também o sao os lados
BC e AD. Os lados AD e CD ou AD e AB, por exemplo, sao exemplos de lados
consecutivos, e AC' e BD sao diagonais.

Consideremos um quadrilatero convexo. Nele, dois angulos sao opostos se nao tém

um lado comum; caso contrario sao chamados angulos consecutivos.

Definicao 8.5 Um paralelogramo é um quadrildtero em que os lados opostos sao par-

alelos.
Temos os seguintes resultados que apresentam propriedades dos paralelogramos.

Teorema 8.6 Em um paralelogramo valem as sequintes propriedades:

a) Cada diagonal separa um paralelogramo em dois triangulos congruentes. Isto é,
se ABC'D € um paralelogramo, entao os triangulos ABC (ou ADB) e CDA (ou
CDB) sio congruentes.
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b) Dois lados opostos quaisquer em um paralelogramo sdo congruentes.
c) Dois angulos opostos quaisquer em um paralelogramo sdo congruentes.

d) Dois angulos consecutivos quaisquer em um paralelogramo sao suplementares.
Vejamos agora, as definigoes de losango, retangulo e quadrado.

Definicao 8.7 a) Um losango é um paralelogramo cujos lados sdo congruentes.
b) Um retangulo é um paralelogramo cujos angulos sao retos.

¢) Um quadrado é um retangulo cujos lados sao congruentes.
Encerramos esta aula com a definicao de poligono regular.

Definicao 8.8 Um poligono regular é um poligono convexo que possui seus lados dois

a dois congruentes e seus angulos dois a dois congruentes.




Capitulo 9
Circulos

Nesta aula recordaremos a definicao de circulo e apresentaremos alguns resultados
relacionados. Alguns textos ao qual nos baseamos e mais completo sobre assunto estao

disponivel em [1] e [6].

Definicao 9.1 O lugar geométrico dos pontos que equidistam de uwm nimero real r de
um ponto A serd chamado de circulo de raio r e é constituido dos pontos B do plano

tais que AB =r.

Figura 9.1: Circulo de centro A e raio r.

O segmento ligando dois pontos de um circulo sera chamado de corda. Toda corda

que passa pelo centro do circulo é um diametro, ou seja, o diametro mede 2r.

Proposicao 9.2 Um raio é perpendicular a uma corda (que nao é um diametro) se e

somente se a divide em dois segmentos congruentes.

Demonstragao: Seja O o centro do circulo e OC o raio que é perpendicular a corda

AB. Seja M o ponto de interse¢ao da corda com o raio. Como OA = OB (raios) entao

ol
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o triangulo OAB é is6sceles com base AB. Logo A= B. Se acorda é perpendicular ao
raio, entao os angulos OMA e OMB sio retos. Como consequéncia AOM = BOM.
Segue-se entao, pelo primeiro caso de congruéncia de triangulos que AOM = BOM.
Assim, AM = BM.

Inversamente, se AM = BM, entao pelo terceiro caso de congruéncia de triangulos
deduz-se que: AOM = BOM. Como consequéncia OMA = OMB. Mas a soma destes
¢ 180° e disto decorre que OMA = OMB = 90°. Portanto a corda & perpendicular ao

raio passando por M. m

Figura 9.2: Raio perpendicular a uma corda.

Se uma reta e um circulo tém apenas um ponto em comum, dizemos que a reta
tangéncia ao circulo e chamamos a reta de tangente ao circulo. O ponto comum entre

uma tangente e um circulo é chamado ponto de tangéncia ou ponto de contato.

Proposicao 9.3 Se uma reta € tangente a um circulo entao ela € perpendicular ao

raio que liga o centro ao ponto de tangéncia.

Demonstragao: Consideremos um circulo de centro O e uma reta m que lhe seja
tangente. Seja T o ponto de tangencia. Designemos por P o pé da perpendicular
baixada do ponto O a reta m. Gostariamos de concluir que P e T' coincidem. Vamos
entao supor que P e T sao pontos distintos. Entao OT é a hipotenusa do triangulo
retangulo OPT. Portanto OP < OT. Como OT é um raio, entdo P é um ponto
que estd dentro do circulo. Tomemos entdo um ponto 71" sobre a reta m, tal que
PT = PT', com T" # T. Pelo primeiro caso de congruéncia de triangulos concluimos
que OPT = OPT'. Portanto OT = OT’. Mas entao 1" é outro ponto da reta m que

também pertence ao circulo. Logo a reta m nao é tangente. Contradicao.
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Figura 9.3: Ponto de tangéncia.

Assim, P e T coincidem, OT é perpendicular a m e a proposigao fica demonstrada.

Para o proximo resultado, precisamos do conceito de extremidade de um raio que

consideramos ser a extremidade do segmento do raio que nao ¢ o centro do circulo.

Proposicao 9.4 Se uma reta € perpendicular a um raio em sua extremidade, entao a

reta € tangente ao circulo.

Demonstracao: Consideremos um circulo de centro O e seja m uma reta perpendic-
ular ao raio OT passando pelo ponto 7. Devemos provar que m é tangente ao circulo,
ou seja, que m nao tem outro ponto de intersecao com o circulo. Seja P qualquer
outro ponto de m, entao o triangulo OT P é retangulo e portanto or’ + TP = 0P
Segue-se que OP > OT e portanto P esta fora do circulo. Logo T é o tinico ponto
comum a reta e ao circulo. Isto conclui a demonstracao. m

Neste ponto podemos concluir que uma condicao necessaria e suficiente para que
uma reta seja tangente a um circulo é que ele seja perpendicular ao raio que une o

centro ao ponto de tangéencia.

Definicao 9.5 Dois circulos sdo tangentes se possuem uma reta tangente comum e
com o mesmo ponto de tangéncia. Dois circulos sao tangentes externa ou internamente,
sequndo seus centros estejam respectivamente em lados opostos ou do mesmo lado da

tangente comum.
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Note que a reta que contém os centros de dois circulos tangentes contém o ponto

de contato, isto é, o ponto comum aos dois circulos. Seguem alguns resultados:

1. Uma condicao necessaria e suficiente para que uma reta contenha o centro de um
circulo seja perpendicular a uma corda é que ela interseccione essa corda no seu

ponto médio.
2. A mediatriz' de uma corda passa pelo centro do circulo.

3. Se uma reta intersecciona o interior de um circulo, entao intersecciona o circulo

em dois pontos distintos.
A partir deste momento trataremos sobre arcos de circulos.

Definicao 9.6 1. Um angulo central de um circulo é um angulo cujo vértice é o

centro do circulo.

2. Sejam A e B pontos de um circulo de centro O. Caso AB seja um diametro,
entdo o conjunto dos pontos A e B do circulo situados num mesmo semi-plano

determinado pela reta que contém AB é um semi-circulo.

3. Sejam A e B pontos de um circulo de centro O. Caso AB ndo seja um diametro,
entdo o conjunto formado pelos pontos A e B e pelos pontos do circulo que estdo
no interior do angulo central AOB ¢é chamado um arco menor do circulo; e o

conjunto dos pontos A e B e dos pontos exteriores ao angulo central AOB

chamado arco maior da circulo.

Dizemos que num semi-circulo, um arco menor, ou um arco maior determinam
simplesmente um arco do circulo. Os pontos A e B sao as extremidades do arco.

Denotamos o arco com extremidades A e B e contendo o ponto X, o qual é denom-
inado arco AXB, por A/TX\B que também representara sua medida. Quando nao

~ =
houver possibilidade de confusao denotaremos simplesmente por AB.

=~
Definicao 9.7 A medida em graus, A X B, de um arco € definida como:

=~
1. Se A X B € um arco menor, entio sua medida ¢ a medida do angulo central

correspondente.

LA mediatriz de um segmento é a reta perpendicular ao segmento e contém seu ponto médio
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Figura 9.4: Angulo central AOB.

arco menor

N

arco maior

Figura 9.5: Exemplos de Arco menor e Arco maior.

A ’ . ’ ~ . ’
2. Se A X B € um semi-circulo, entao sua medida ¢ 180°.
=~ ) ) = . ~
3. Se A'Y B € um arco maior, e A X B € o arco menor correspondente, entdo
= =
AY B=360°—A X B.

=N /=
Teorema 9.8 Se AB e BC' sao arcos do mesmo circulo, que tém em comum somente

o, , N AN AN A
o ponto B, e se sua uniao € um circulo AC', entao AC' = AB + BC'.
Vejamos agora a definicao de angulo inscrito.

Definicao 9.9 Um angulo cujo vértice € um ponto de um circulo e cujos lados cortam
o circulo em outros dois pontos distintos € um angulo inscrito nesse circulo. Quando
esses dois pontos sao extremidades de um diametro, dizemos que o angulo inscrito €

um semi-circulo.
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A seguir, apresentamos alguns resultados que achamos importantes.
Resultados

1. A medida de um angulo inscrito num circulo é a metade da medida do seu arco

correspondente.
2. Um angulo inscrito em um semi-circulo é um angulo reto.
3. Angulos inscritos em um mesmo arco sao congruentes.
4. Todos os angulos inscritos que subtendem um mesmo arco tém a mesma medida.

5. Sejam AB e C'D cordas distintas de um mesmo circulo que se intersectam num
ponto P. Entao AP - PB=CP-PD.

Diremos que um poligono estd inscrito num circulo se seus vértices pertencem ao

circulo.
Proposicao 9.10 Todo triangulo estd inscrito em um circulo.

Demonstragao: Seja ABC' um triangulo. Para mostrar que ele esta inscrito em um
circulo deveremos exibir um ponto que seja equidistante de A, B e C. Seja m uma reta
perpendicular a BC' e passando pelo seu ponto médio M e seja n a reta perpendicular
a BC e passando pel seu ponto médio N. Seja P o ponto de intersecao destas duas
retas. Note que todo ponto de m é equidistante de A e B, e que os pontos de n sao
equidistantes de B e C'. Assim, P é equidistante de A, Be C. =

Este resultado pode ser enunciado da seguinte forma:
Proposicao 9.11 Trés pontos nao colineares determinam um circulo.

Chamamos de mediatriz de um dado segmento a reta perpendicular ao segmento

passando pelo seu ponto médio.

Corolario 9.12 As mediatrizes dos lados de um triangulo encontram-se em um mesmo

ponto.

Este ponto que trata o corolario anterior é o centro de um circulo cujo raio é o
segmento entre este ponto e um vértice, que chamamos de circulo circunscrito pois
este inscreve o poligono.

Para poligonos com um mair niimero de lados, localizar circulos que os inscrevem

torna-se mais complicado. Veja um exemplo.
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Proposicao 9.13 Um quadrildatero pode ser inscrito em um circulo se e somente se

possui um par de angulos opostos suplementares.

Dizemos que um circulo esta inscrito em um poligono se todos os lados do poligono

sao tangentes ao circulo. Quando tal ocorre diz-se que o poligono circunscreve o circulo.

Proposicao 9.14 Todo triangulo possui um circulo inscrito cujo centro € a interse¢ao

das bissetrizes do triangulo.

Recordamos que um poligono regular ¢ um poligono onde todos os seus lados sao
congruentes e também todos os seus angulos sao congruentes.

Finalizaremos esta aula com os seguinte resultado.

Proposicao 9.15 Todo poligono reqular estd inscrito em um circulo e também possui

um circulo inscrito.
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Capitulo 10
Areas

Nesta aula apresentamos os axiomas envolvendo areas de regioes planas. Também
veremos alguns resultados relacionados. Alguns textos ao qual nos baseamos e mais

completo sobre assunto estao disponivel em [1] e [6].

~ =
Definigao 10.1 Seja AB um arco de circulo de centro O e raio r. Chamamos setor
circular, ou simplesmente setor, a reuniao de todos os segmentos OP, onde P é um
~ = ~ =
ponto qualquer de AB. O arco AB € chamado arco de setor ou arco de fronteira e r

€ 0 seu raio.

Consideraremos uma classe M de regioes tal que nela estejam contidas pelo menos

todas as regioes poligonais e todos os setores circulares e circulos.

Axioma 10.2 A cada regiao de M corresponde um unico niumero real positivo.

Definicao 10.3 A drea de uma regido € o numero real que lhe corresponde pelo Pos-
tulado 10.2.

Axioma 10.4 Se R e S sao duas regioes de M, com R C S, entao a drea de R €

menor que a drea de S.

Axioma 10.5 Se uma regiao R € a unido Ry U Ry, com Ry e Ry sendo regioes que
se interseccionam em um numero finito de pontos ou segmentos, entdo a drea de R é

wgual a soma das dreas de Ry e Rs.

99
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10.1 Area de Regioes Poligonais

Uma regiao poligonal convera que, como definimos, é a reuniao de um poligono com
seu interior, pode ser vista como a uniao de um nimero finito de regioes triangulares
tais que, se duas quaisquer delas se interseccionam, a intersecao é um segmento de reta
ou um ponto.

Dessa maneira, daremos énfase ao estudo de areas de regides triangulares. O
proximo postulado nos garante que duas regioes triangulares de mesma forma e tamanho

tém mesma area.

Axioma 10.6 Se dois triangulos sao congruentes, entdo suas regioes triangulares tém

a mesma drea.

Axioma 10.7 Se uma regido quadrada tem lado de comprimento a, entao sua drea €

a’.

A partir deste ponto usaremos “area de um poligono”no lugar de “area de uma

regiao poligonal”.
Teorema 10.8 A drea de um retangulo € o produto das medidas de seus lados.

Demonstragao: Consideremos um retangulo com lados nao paralelos [y e Iy, respec-
tivamente, cuja area denotamos por A.

A partir dele construimos um quadrado @ de lado l; + [, o qual esta formado pela
uniao dos quadrados de areas A; e Ay, respectivamente, e retangulos de area A como

na figura. Pelo postulado 10.5 temos que a area de @) é
2A+ A; + A,
e, pelo postulado 10.7, temos que a drea de @) é
(Ap 4 Ap)? = A2 +2A, Ay + A2
Destas duas expressoes, deduzimos que A = A; - A;. =

Teorema 10.9 A drea de um triangulo retangulo € a metade do produto de seus cate-

tos.
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Demonstragao: Consideremos o triangulo PQ R retangulo em () e com catetos a e
b. Denotaremos sua area por A.

Seja (' a intersecao da reta paralela a QR que passa por P e da reta paralela PQ
que passa por R. O quadrildtero PQRQ(Q) assim formado é um retangulo. Pelo caso
L.L.L., os tridngulos PQR e PQ'R sao congruentes, tendo portanto a mesma &area A.

Pelo postulado 10.6, temos que a area do quadrilatero PQRQQ)' é 2A e, pelo teorema
10.9, temos que a area do quadrilatero é a - b. Logo, A = %b [ ]

A partir deste resultado temos condic¢oes de expressar alguns resultados para triangulos

quaisquer.

Teorema 10.10 1. A drea de um triangulo € a metade do produto de qualquer de

seus lados pela altura correspondente.

2. Dado um triangulo ABC', qualquer outro triangulo tendo lado BC' e o terceiro

vértice pertencente a reta r, paralela a BC' passando por A, terd drea igual a drea

de ABC.

Definicao 10.11 Duas figuras planas que possuem a mesma drea sao chamadas fig-
uras equivalentes. Dizemos que dois poligonos sao equivalentes quando suas regioes

poligonais correspondentes possuirem a mesma drea.

Observacao 10.12 Dado um paralelogramo, se designamos por b o comprimento de
um de seus lados e por h o comprimento de um segmento perpendicular a esse lado,
unindo-o a reta que contém o lado oposto, entao diremos que b € uma base do paralel-
ogramo e h a altura correspondente a essa base. No caso do trapézio, designamos por

altura h a distancia entre as retas que contém os seus lados paralelos.

Teorema 10.13 A drea de um paralelogramo € o produto de qualquer uma de suas

bases pela altura correspondente.

Demonstragao: Consideremos o paralelogramo PQ RS, escolhamos a base b = QR
e h = PH a altura correspondente.

A diagonal PR divide o paralelogramo em dois triangulos congruentes RQP e RQ)S,
os quais, pelo postulado 10.6, possuem a mesma area %bh. Dessa maneira, a area de
PQRS é %bh + %bh =0bh. ®

Teorema 10.14 A drea de um trapézio € a metade do produto de sua altura pela soma

de suas bases.
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Demonstracao: Consideremos o trapézio ABC'D. Sejam by = DC e by = AB as
bases do trapézio e seja h sua altura.

Agora considere os triangulos ADC e AC'B. Usando o postulado 10.6 e o Teorema
1, obtemos que a area de ABC'D é a soma das areas de ADC e AC'B, ou seja, %(bl +by)h
|

Finalizamos esta se¢ao com a area de um losango.

Teorema 10.15 A drea de um losango € a metade do produto de suas diagonais.

10.2 Comprimento e area de Circulos e Arcos de

Circulo

Consideremos um poligono P, = A - - - A,, inscrito em uma circunferéncia, e denotemos

por p, = (ZZ =2"A; 1 A) + AL A

Definicao 10.16 Seja P o conjunto de todos os nimeros p, que sao perimetros de
poligonos A1 As - -+ A, inscritos num circulo. O comprimento ¢ do circulo é definido

como ¢ = supP"!

Para um arco @, definimos de modo andlogo: tomamos a linha poligonal A; Ay --- A,
inscrita no arco, isto é, a uniao dos segmentos A;A,,...,A,,_1A,,onde A; = A,.... A, =
B é uma sequéncia de pontos pertencentes ao arco ZE, consideremos p,, 0 seu compri-
mento, isto é, p, =Y. = 2"A;_1A;, tomando P como o conjunto de todos os ntiimeros
Pn que sao os comprimentos de todas linhas poligonais em @, o comprimento [ do
arco 74/? ¢é definido como [ = supP.

O resultado seguinte nos diz que a razao entre o comprimento do circulo e o seu

diametro é o mesmo para todos os circulos.

Teorema 10.17 Sejam dados dois circulos C = C(0,r) e C' = C(0,r") de compri-

. ~ /
mentos c e ¢, respectivamente. Entdao 5. = 5.
r 2r

A razao constante - é representada pela letra grega 7. Como ela ¢ a mesma para
todos os circulos, obtemos a férmula ¢ = 27r para o comprimento de qualquer circulo

de raio r. Assim, temos o seguinte resultado.

1O nimero supP representa o supremo do coniunto P.
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Corolario 10.18 O comprimento ¢ de um circulo de raio r € dado pela formula ¢ =

27r.

O ntmero 7 é um nimero irracional transcendente, isto é, nao é raiz de nenhuma
equacao poligonal com coeficientes inteiros.

Um teorema analogo ao anterior é valido para o comprimento de arco.

=~ Nyl . ‘ .
Teorema 10.19 Sejam AB e A'B’ arcos de circunferéncias com raios v e r', respec-
. . . . ~=
tivamente, com a mesma medida em graus. Sejam [ e ' 0s comprimentos de AB e

I ! . ~ 1 U
A'B’, respectivamente. Entio - = 5.

~ =

z

~ , . . /\
Esta razao é chamada medida em radianos do arco AB. Se AB é um arco menor,
entao % é a medida em radianos do angulo BOA.
Encerramos esta se¢ao com uma férmula para comprimento de arco cuja demon-

stracao deixamos como exercicio.

Teorema 10.20 Se um arco de um circulo de raio r tem medida em graus 0, seu

comprimento £ € dado por { = 1%07”"'

A area de um circulo é dada pelo seguinte resultado.

Teorema 10.21 A drea de um circulo C de raio r é dada por 7r?.

Uma consequéncia direta deste resultado é a de area de um setor circular.

Corolario 10.22 A drea de um setor circular de raio v e arco de fronteira com medida

w26
360 °

0, em graus, € dada por
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Capitulo 11
Pratica de Ensino

Nesta aula apresentamos os temas que serao abordados na pratica de ensino que sera
desenvolvida pelos estudantes da disciplina. Dividiremos os estudantes em grupos com
aproximadamente seis estudantes e cada grupo destes desenvolvera um dos seguintes

temas:

e Tema 0) Neste os estudantes deverdo abordar conceitos de retas e angulos, de-

screvendo: O que sao pontos, retas, segmentos e angulos.

e Tema 1) Trabalharemos congruéncia de triangulos. Neste devem ser trabalha-
dos os seguintes itens: Congruéncia, Os trés primeiros casos de congruéncia de

triangulos e consequéncias e finalizar com um pouco de histéria.

e Tema 2) Desenvolver as desigualdades geométricas. Neste tema devem ser tra-
balhados os seguintes itens: O teorema do angulo externo e suas consequéncias,
O quarto caso de congruéncia de triangulos, Desigualdade triangular e um pouco

de histéria.

e Tema 3) Trabalhar o assunto semelhanga. Neste tema devem ser trabalhados os
seguintes itens: Semelhanca de triangulos, Teoremas fundamentais sobre semel-
hanca de triangulos, Semelhanga nos triangulos retangulos, Teorema de Pitagoras

e um pouco de historia.

e Tema 4) Este trata de circulos. Neste tema devem ser trabalhados os seguintes
itens: O teorema da intersecao reta-circulo, arcos de circulos, o circulo de nove

pontos, a reta de Euler, O teorema dos dois circulos e um pouco de histéria.

65
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e Tema 5) Abordar o assunto de dreas. Neste tema devem ser trabalhados os
seguintes itens: Areas de regides poligonais, Comprimento da circunferéncia e de

arcos de circunferéncia, Area do circulo e do setor circular e um pouco de historia.
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