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PREFACIO

Esta obra intitulada CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL | foi construida para
ser a referéncia basica da disciplina de Calculo Diferencial e Integral I, do Curso de
Licenciatura em Matematica — Modalidade a Distancia oferecido pela Universidade
Federal de Vigosa. Entretanto, por conter, em detalhes, os principais tépicos da
Teoria de Caélculo de fungbes de uma variavel independente, além de algumas
importantes aplicacoes, este texto pode ser utilizado nas disciplinas de Calculo
oferecidas para os demais Cursos de Graduacéao.

O trabalho de produzir um material deste tipo, cujo contelido abordado é
muito extenso e bastante minucioso, exigiu grande dedicacdo da equipe de
autores. E o fato da disciplina em tela ser oferecida para alunos que, na maioria das
vezes, nao tem a disposicdo uma boa biblioteca faz com que o material seja, em
certa medida, suficiente para o aluno compreender os conceitos abordados.

O texto desenvolvido tera, aqui na UFV, o suporte e a complementacao de
outras midias (como por exemplo: video aulas e aulas narradas) disponibilizadas na
plataforma de interagdo PVANet, que € um ambiente virtual de aprendizagem. Além
do PVANet, a disciplina quando oferecida contara com todos os elementos que
esta modalidade de ensino exige: tutores presenciais e a distancia; coordenadores
de polos; professores coordenadores de disciplinas; coordenador de tutores;
comissao coordenadora de curso etc.

Os graficos que aparecem ao longo do texto foram construidos pela
Professora Rosane, uma das autoras do livro, utilizando o software gratuito
Geogebra. E a confecgdo de tantos graficos custou muitas horas de trabalho e
contou com a habilidade e paciéncia da autora.

De uma maneira um tanto quanto classica, os assuntos estao divididos em
capitulos e se¢oes, partindo da importante revisdo das nogdes basicas de fungdes e
introduzindo, na sequéncia, os conceitos de Limite e Continuidade de fungdes. A
Teoria de Derivadas, bem como suas aplicacoes, aparecem a frente da Teoria de
Integrais, simplesmente por uma conveniéncia didatica, pois a ordem ai nao era
fundamental. Algumas demonstragdes sao omitidas no decorrer do texto, isto pela
complexidade de algumas delas, mas na maioria das vezes pelo fato de que o foco
do livro é apresentar as técnicas e as aplicacées do Calculo.
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CAPITULO 1. REVISAO DE FUNGAO

Para o estudo da disciplina Calculo Diferencial e Integral | estamos
interessados no estudo de fungbes reais a uma varidvel. Faremos uma breve
revisdo do conceito de funcéo real e sua representacdo grafica. Vocé também deve
estar familiarizado com os conjuntos numéricos N, Z, Q, I e R e nogbes gerais

sobre intervalos, inequagdes e valor absoluto.
O conceito de funcdo e as suas diversas representacdes permitem
estabelecer conexdes entre os diferentes ramos da Matematica e dela com outras

ciéncias. O reconhecimento de varidveis em situacbes do cotidiano e o
estabelecimento de relagdes entre elas permitem expressar leis matematicas.

As fungbes aparecem em muitas situagcbes em que o valor de uma variavel
pode depender do valor de uma outra varidavel. Neste contexto, quando uma
grandeza y depende de uma grandeza x de modo que cada valor x determine

exatamente um Unico valor y, entdo dizemos que y é fungao de Xx. Neste caso,

chamamos x de variavel independente e y de variavel dependente.

Por exemplo:

A area A de uma circunferéncia depende de seu raio r. A regra, que
relaciona r e a area A, é dada pela equacgao A=7zr?. Assim, a cada ndmero r

positivo corresponde exatamente um valor de A. Entdo dizemos que A é funcao
de r.

Suponhamos que determinada mercadoria esteja sendo vendida a R$150 o
quilo. Entdo x quilos dessa mercadoria, custarao R$1,50x. Denotando por p o

3
prego desses x quilos, entdo p =150x =7X. Temos aqui duas grandezas, x e p,

gue estao relacionadas entre si. Dizemos que p é funcao de x porque a cada valor

de x corresponde um valorde p.

Para modelar essas situacoes, sao utilizadas fungdes do tipo y= f(x), sendo

x a variavel independente e y a variavel dependente.

ce a d Coordenadoria de
Educacao Aberta e a Distancia
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Formalmente,

Definicdo 1: Sejam D e B subconjuntos de R (conjunto dos nimeros reais).
Uma funcéao real f é uma correspondéncia (regra ou lei) que, a cada elemento

X e D associa exatamente um elemento yeB.

Saiba Mais: O conceito de fungao pode ser estendido a outros conjuntos que nao

sdo, necessariamente, subconjuntos de IR. Para conhecer melhor as fungoes,
consulte uma das referéncias listadas na Bibliografia (Veja, por exemplo,
MEDEIRQS, et. al., 2006).

Observagéo 1: Comumente utiliza-se o valor da fungdo no ponto x (imagem
de x) por f(x) e anotagcdo f:D — B para indicar a funcado com os conjuntos D e

B relacionados. Ou ainda,

f:-D—>B
xo y=f(x)

(i) O conjunto D, que também pode ser denotado por Dom(f) ou D(f),éo
dominio da funcao f , isto é, o conjunto em que a funcéao é definida.

(i) O conjunto B é o contradominio da funcao f , isto é, conjunto em que a fungao
toma valores.

(i) Dado xe D, y=f(x)eB ¢ o valor dafungdo f no ponto x ouimagem de X
por f.

(iv) Simbolicamente, f :D —>B éfuncdo << VvxeD, 3! yeB; y=f(x)

Definicdo 2: O conjunto de todos os valores assumidos por uma fungdo f é
chamado conjunto imagem de f, representado por Im(f), Mais precisamente, a
imagem de uma funcao real f:D-—>B é o subconjunto de pontos yeB para os
quais existe pelo menos um xeD tal que f(x)=y:

Im(f)={yeB |existe xeD com f(x)=y j={f(x) ; xeD}

ce a d Coordenadoria de
Educacao Aberta e a Distancia
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Observacao 2: Para nao confundir o conceito de uma fungdo f e do valor
da fungao f(x) podemos pensar intuitivamente uma funcdo como uma “maquina”.
Quando inserimos um elemento x do dominio de f (matéria-prima disponivel) na
maquina (que faz papel da funcdo f ), a maquina produzir o valor da funcéo

correspondente f(x) (produto) conforme ilustra a figura abaixo.

x (matéria prima)

f(x) (produto)
Figura 1: Representagdes esquematicas da ideia de fungéo

Assim, o mais correto € dizer “seja a funcdo f” em vez de “seja a funcao

f (x)", muito embora, frequentemente, prefira-se essa ultima maneira de falar.

X% — 4
x—2
Neste caso, o dominio da fungao real f é IR —{2}, o contradominio é IR e a lei de
2

Exemplo 1: Considere f: IR —{2}— IR afungéao definida por f(x) =

X —_
X—-2

f(x) = x+2, pois X* — 4 = (x+2)(x—2) . Assim:

definicao é f(x) =

Podemos reescrever f(x), para X#2, como
£(0)=2, f@):éu:%, fx-1)=x—-1+2=x+1, f(t?)=t>+2

f(x+h)— f(x) _h
h " h

=1

f(x+h)—f(x)=x+h+2-(x+2)=h,

Observacao 3: Observe que uma fungdo consta de trés partes: dominio,
contradominio e a lei de correspondéncia xo f(x). E usual uma funcéo ser dada

pela sua expressao sem especificacao do seu dominio. Neste caso, assumimos que
o dominio é o maior subconjunto dos nimeros reais para os quais a expressao faz
sentido (assume um valor real), isto €, os nUmeros com os quais podemos efetuar
as operacoes indicadas na referida expressao. Assim, o dominio de f , chamado

dominio natural de f , é dado por

ce a d Coordenadoria de
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Dom(f)={xeR|f(x) IR }

Neste caso, o contradominio é R.

Exemplo 2: Seja g a fungéo definida por g(x) -1
(x=1)(x-3)

Esta fungao néo esta definida para x=1e x=3. Logo,

Dom(g) = R —{1,3}={xe R | x=1 e x=3}

Exemplo 3: Considere a fungdo h(x)=+1-x? . Assim, o dominio de h sao
todos os numeros reais que satisfazem a desigualdade 1— x% >0. Logo,

Dom(h) = {xe R |x>-1 e x<1}=[-11].

Exemplo 4: Desejamos construir uma caixa aberta a partir de uma folha
retangular de papelao com 30cm de comprimento e 22cm de largura recortando
quadrados idénticos (de x por xcm) de cada canto da folha e dobrando as abas
resultantes. Assim, a expressao que fornece o volume V da caixa em funcédo de x
é dada por V(x) = (30 — 2x) (22 — 2x) X cujo dominio é o intervalo fechado [0,11],

pois ndo podemos ter medida x e nem volume V negativo.

A T T
1 1
1X X1
1 1
- —— = |
x x T
22 cm 22-2x
x x l
= r———
1 1
Ix x|
1 1
v 1 1
+— 30cm ——» < 30-2x >

Figura 2: Esquematizacdo do problema

Observagéo 4: As funcées também podem ser definidas por expressoes

distintas em partes do seu dominio. Estas funcbées sdo denominadas fung¢oes
definidas por partes.

10 CQa d Coordenadoria de
Educagao Aberta e a Distancia
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Exemplo 5: O custo de uma corrida de tadxi em determinada é&rea

metropolitana é tabelado da seguinte maneira: qualquer corrida inferior a 2km
custa R$3,75; apds os 2km, o passageiro paga um adicional de R$1,50 por km.
Assim, para uma corrida de 5km o custo é 3,75+15(5-2), ou seja, R$ 8,25.

De modo geral, se f(x) é o custo total de uma corrida de taxi de x km, entao

o valor de f(x) é:

f00 = 3,75 se 0<x<2
C|375+15(x—2) se x>2

Definigao 3: Seja f :D— B uma fungéo. O grafico de f , denotado por Graf (f) é

o conjunto de todos os pontos (x, f(x)) de DxBcRxR=R?, onde xeDom(f),
isto é
Graf (f)={(x,y)e DxB|y=f (x)}={(x, f(x))| xc Dom(f)}

Observagéo 5: Uma dada curva no plano xy representa o grafico de uma

funcdo quando qualquer reta vertical tem, no maximo, um ponto de intersecao com
essa curva.

Observacao 6: Através do grafico de f também podemos determinar o
dominio e a imagem de f. O dominio de f é a projecdao ortogonal do grafico

sobre o eixo x e aimagem sobre o eixo Yy, conforme ilustrado abaixo.

f

imagem

de

|

>
x

— dominiode f —¥

Figura 3: Representagdo do dominio e imagem de f

ce a d Coordenadoria de
Educacao Aberta e a Distancia
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Exemplo 6: Considere a fungdo f definida por f(x)=2x—-1. O grafico de f
é esbogado na figura 4. Note que Dom(f)=R e Im(f)=R.

“y

2 1 7 1 2 3z

Figura 4: Gréfico da fungao f(x)=2x-1

Exemplo 7: Considere a funcdo g definida por g(t)=+t+2. O gréaficode g é
esbogado na figura 5. Note que Dom(g) =[-2,+x) e Im(g) =[0,+x)

“y

Figura 5: Gréfico da fungdo g(t) =vt+2

Exemplo 8: Considere a fungao h definida por

t+4 se t<0
h(t) ={t2—4t+4 se 0<t<4.
—2t+12 se t>4

O gréfico de h é esbocado na figura 6. Dom(h) = IR e Im(g) = (—,4].

12 c ) ad Coordenadoria de
e Educacao Aberta e a Distancia
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Figura 6: Grafico da fungao h

Note que Dom(h) = IR e Im(g) = (—»,4].

[ Coordenadoria de
e Educagao Aberta e a Distancia
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CAPITULO 2. LIMITES DE FUNGOES

2.1 Nocao Intuitiva de Limite

O conceito de limite é base fundamental de todos os contetidos de Calculo
Diferencial e Integral. Portanto, sera o ponto de partida para o estudo da teoria do
célculo.

Para iniciarmos nosso estudo sobre limites, vamos considerar alguns
modelos ilustrativos.

2 p—
Exemplo 1: Seja f:R -{2} - R a funcado definida por f(x)=XX 24.
Observe que f(x) existe para todo X, exceto x=2. Investiguemos o
comportamento de f(x) quando X se aproxima de 2, porém excluindo o 2. Neste

caso, dizemos que X tende a 2 e usaremos a notagcao x — 2. Observemos que
existem duas possibilidades para X se aproximar de 2:

(i) X se aproxima de 2 por valores superiores a 2 e, neste caso, diremos que

X tende para 2 pela direita (notagao: X — 2%)

X 3 25 21 201 2001 20001 200001 2,000001
f(x) 5 45 41 4,01 4,001 4,0001 4,00001 4,000001

(ii) X se aproxima de 2 por valores inferiores a 2 e, neste caso, diremos que

X tende para 2 pela esquerda (notagdo: x —27)

X 1 15 19 199 1999 19999 1,99999 1,999999
f(x) 3 35 39 399 3999 39999 3,99999  3,999999

Note que, em ambas as tabelas, a medida que X fica cada vez mais préoximo
de 2, tanto pela direita, quanto pela esquerda, os valores de f(x) tornam-se cada

vez mais proximo de 4.
x2 -4 (x-2)(x+2)

X—2 X—2
Logo, podemos cancelar o fator comum e reescrever f(x)=x+2. Assim, o gréfico

Por outro lado, f(x)= e se X#2, temos que X—-2=0.

de f(x) serd areta y=x+2, com o ponto (2,4) excluido. Observando o grafico de
f(x), figural, vemos que quanto mais proximo de 2 estiver X, mais proximo de 4

estarad f(x).

ce a d Coordenadoria de
Educacao Aberta e a Distancia
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A 4

x2 — 4
-2

Figura 1: Gréfico da funcao f(x)=

Assim, podemos tornar f(x) tdo proximo de 4 quanto desejarmos, bastando

para isso tomarmos X suficientemente préximo de 2. Dai, dizemos que existe o
limite de

x% -4

="

quando X tende a 2 e seu valor é 4. Simbolicamente, escrevemos

X% -4
lim
x—>2 X—2

=4

o qual deve ser lido como "o limite de f(x) quando X tende a 2 éigual a 4"

O limite, portanto, estabelece qual o comportamento da fungao na vizinhanca
de um ponto, sem que este pertenca necessariamente ao seu dominio.

Isto nos leva a seguinte ideia geral:

Definicao informal de limite: Seja f uma fungéo definida em todo um intervalo
aberto contendo um numero real a, exceto possivelmente no préprio a. Dizemos
que o limite de f(x) quando x tende a a existe e vale L, e escrevemos

lim f(x)=L, se a medida que X se aproxima de a por ambos os lados, com x=a,
X—a

tem-se que f(x) se aproxima de L.

CQ a d Coordenadoria de
Educagao Aberta e a Distancia
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A aproximacao de a deve ser considerada por ambos os lados, ou seja,
aproximar de a por valores maiores do que a e por valores menores do que a.
Assim, se restringimos a aproximacgao por apenas um dos lados, podemos definir o
limite lateral a esquerda e a direita.

Definicao (limite lateral a direita): Seja f uma fungédo definida em um intervalo
aberto (a, ¢). Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a pela direitaé L, e

escrevemos lim f(x)=L, se a medida que X se aproxima de a, com X>a, tem-se
+
X—a

que f(x) se aproximade L.

Analogamente, temos:

Definicao (limite lateral a esquerda): Seja f uma funcao definida em um
intervalo aberto (d, a). Dizemos que o limite de f(x) quando X tende a a pela

esquerda é M, e escrevemos lim f(x)=M , se a medida que X se aproxima de a,
X—a

com X<a,tem-se que f(x) se aproximade M.

Observacgao 1: Quando o limite lateral & direita é igual ao limite lateral & esquerda,

ou seja, L=M, dizemos que existe lim f(x) e escrevemos lim f(x)=L. Caso
X—a X—a

contrario, dizemos que nao existe o lim f(x) e escrevemos 2 lim f(x) .
X—a X—a

Nos exemplos a seguir podemos obter o limite diretamente fazendo uma
observagao do comportamento grafico da fungao.

Exemplo 2: Para a funcdo f definida por f(x)=x+3 cujo grafico é

esbogado na figura 2, podemos observar que Iirrg)(x2 +3)=3.
X—>

16 ce a d Coordenadoria de
Educacao Aberta e a Distancia




Licenciatura em Matematica
Calculo Diferencial e Integral |

Figura 2: Gréfico da fungao f(x)= x2 +3

Exemplo 3: Para a fungdo g definida por g(x)={ 1 se x=0
2-x se x>0

cujo gréafico é esbogado na figura 3, podemos observar que lim g(x)= lim x3 =0
x—0" x—0"
e lim g(x)= lim (2-x)=2.
+ +

x—0 x—0
Como lim g(x)= lim g(x), nao existe lim g(x) e escrevemos A lim g(x).
x—0~ x—07" x—>0 x—>0

”~™

Y

Figura 3: Gréfico da funcao ¢

Coordenadoria de
e Educacao Aberta e a Distancia
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X—2

Exemplo 4: Seja h a funcéo definida por h(x) = 2
X —_

Notemos que h nao estd definida para x=2. Além disso, para x>2,
|x—2|=x-2 e para x<2, [x-2|=-(x-2).

. 1 se x>2 . , .
Assim, h(x) = e seu grafico esta esbogado na figura 4.
-1 se x<2
Y
2 -
1 - O
L] L] 0 L] T T T )
-2 -1 0 1 2 3 4 T
= o
-2

Figura 4: Gréafico da fungao h

A partir do gréafico podemos observar que,

lim h(x) = lim (<) = -1e lim h(x) = lim 1=1.

X—2" X—2" X—2 x—2%
Como os limites laterais existem, mas sao diferentes, concluimos que A lim h(x) .
X—2

Notemos que a determinacdo de um limite a partir do grafico da funcao exige
o trabalho de esbocar tal grafico, o que pode nado ser muito simples sem a
utilizacdo de recursos computacionais ou técnicas mais sofisticadas de calculo.

1

Vejamos, por exemplo, o grafico da funcdo f(x)=x sen;, esbocado na figura 5,

gerado utilizando o software geométrico GeoGebra.

1 8 c a d Coordenadoria de
e Educacao Aberta e a Distancia
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0.1

ﬂ 0.05 - . “

05
© -0.05- U

-0.1

Figura 5: Gréfico da fungao f(x) = x sen%

Podemos observar no gréafico da fungao f(x)=x sen% que lim (xsen 3):0 e
x—07" X

lim (xsen 1) =0, dai lim (xsen E] =0. Mais adiante utilizaremos resultados teoricos

X0~ X x—0 X

para a determinacao deste limite sem a utilizagdo do recurso gréfico.

Observacao 2: Uma abordagem teérica de limites ndo é o objetivo deste
texto. Entretanto, uma definicdo formal serd apresentada para que ndo exista uma
lacuna entre o que foi exposto até aqui e as varias técnicas de calculo de limites
gue veremos posteriormente.
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2.2 Definicao de Limite

Definicao formal de limite: Seja f uma fungdo definida para todo nimero em

algum intervalo aberto contendo a, exceto possivelmente no préprio nimero a. O

limite de f(x) quando x tende a a sera L, escrevemos lim f(x)=L, se a seguinte
X—a

afirmacao for verdadeira: Dado qualquer nimero ¢ >0, existe um 6 >0 tal que se
xe(@a-5,a+d), x=a,entdo f(x)e(L-¢, L+¢), ou simbolicamente

Ve>0, 36>0, tal que 0<|x-a| <6 = | f(X)-L|<e¢.

v 4

Figura 1: llustracédo grafica da definigao de limite

Observacao 1: Notemos que a escolha de 6 na definicdo acima geralmente
devera depender de ¢ e nao podera depender da variavel x. Além disso, o valor de
0>0, dado um &£ >0, ndo é Unico. Na visualizagcdo da definicao de limite, figura
acima, o valor de § foi escolhido como sendo o maior que ird garantir que se
xe(a-5,a+5), x=a,entdo f(x)e(L—¢, L+s).
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Exemplo 1: Para mostrar, por definicdo, que Iin;(2x—1)=5 devemos
X—>

mostrar que, para cada £ >0, existe 0 >0 tal que se XG(3—5, 3+§), x#3 (ou

seja, 0<|x—-3| < &), entao |(2x—1)—5| < g. Assim, para um dado ¢>0, podemos

escolher 5:%. Essa escolha funciona, pois se 0<|x—3|<J entao
| f()-5]= |(2x—1)—5|=|2x—6|=2|x—3|<25=2§= £,

como queriamos demonstrar.

Observacao 2: Vejamos, por exemplo, tomando £=0,01 um ndmero &

apropriado tal que para todo xe (3 -0,3+ 6), X#3, implica que

|(2x—1)-5| < 0,01 é 5:%:0,005.

Notemos que 0,005 é o maior valor de ¢ que ira garantir que se
0<|x-3|<8 entdo |(2x-1)-5| <0,01. Qualquer valor positivo menor que

0,005 também serviria como escolha do ¢.

Veremos, nos exemplos a seguir, alguns limites que servirao de base para
determinacao de limites de expressdes mais complexas.

Exemplo 2: Limite de uma funcao constante. Dado keR e f a fungéo

definida por f(x) =k, V xeR, temos que lim f(x)=Ilimk=k. Para mostrar, por
X—a X—a

definicao, que lim k =k devemos mostrar que, para cada ¢£>0, existe 6 >0 tal
X—a

que se xe(a-d,a+d), x=a (ou seja, 0<|x-a|<d), entdo |f(x)-k| < ¢.
Assim, para um dado ¢>0, podemos tomar qualquer 6 >0. Essa escolha funciona,
pois se O<|x-a|<¢s entdo |f(x)—k|=|k-k|=0<¢, como queriamos

demonstrar.

Exemplo 3: Limite da funcao identidade. Seja f a funcao definida por

f(x)=x, VxeR entdao lim f(x) = limx =a. Para mostrar, por definicdo, que
X—a X—a

limx =a devemos mostrar que, para cada &>0, existe >0 tal que se
X—>a
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xe(@a-s6,a+0), x#a (ou seja, 0<|x-a| <&), entdo [f(x)—a| =|x-a|<e.
Assim, para um dado ¢>0, podemos escolher 6 =¢. Essa escolha funciona, pois
se 0 <|x—a| <& entdo | f(x)—a|=|x—a| <& = &, como queriamos demonstrar.

Teorema (Unicidade do limite): Se Iima f(x)=L e Iimaf(x):M ,entdo L=M.

Em outras palavras, se o limite existe, entao ele é unico.

Demonstragéo: Desejamos mostrar que L = M sabendo-se que lim f(x)=L
X—a
e lim g(x) =M . Da definigdo formal de lim f(x)=L e limg(x)=M, temos que dado
X—a x—a X—a
qualquer ¢ >0, existem os nimeros ;>0 e J, >0 tais que
O<|x-a|<& = |f(X)-L|<eeO<|x-a|<s, = |f(X)-M]|<e.
Assim, tomando o nimero 6 como sendo o menor valor entre os nimeros

5, e J, tem-se que 6<; e 6<7,. Portanto, se 0<|x—a| <5 entdo

O<|x—a]<s<s = |f(X)-L|<eceO<|x-a|<s<s, = |f()-M]|<e.

Dai, para o dado valor de ¢>0, existe >0 tal que se 0 <|x—a| < & entdo
O<|[L-M|=[L-f(X)+f)-M|<|L-Ff)|+]|f(X)-M|
=[f)-L|+|f()-M|< e+e=2¢
Pela arbitrariedade do nimero positivo &, podemos tomar & tédo pequeno

quanto queiramos e, da desigualdade 0 <|L—M | < 2¢, segue que

|L—M|:0:> L-M=0=>L=M,

como queriamos demonstrar.
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2.3 Propriedades dos Limites

Teorema (Propriedades dos Limites): Suponhamos que lim f(x)=L e que
X—>a

limg(x)=M.
X—>a
P1 (LIMITE DA SOMA):
lim [fO)+g(x)]=lim f(x)+limg(x)=L+M
X—>a X—>a X—a )
P2 (LIMITE DA DIFERENCA):
lim[ f(x)—g(x)]= lim f(x)— limg(x) =L-M
X—a X—a X—a o
P3 (LIMITE DE UMA CONSTANTE VEZES UMA FUNGAO):
lim[c- f(x)]=c- lim f(x) =c-L, para qualquer CelR;
X—>a X—>a
P4 (LIMITE DO PRODUTO):
lim[f(x)-g(x)]= lim f(x)- limg(x) =L-M ;
X—>a X—>a X—>a
P5 (LIMITE DO QUOCIENTE):
lim f(x)
T LD | e = —  desdeque limg(x)=M =0;
x—>a| g(x) limg(x) M x—a
X—>a
P6 (LIMITE DA N-ESIMA POTENCIA):
n
lim[ f()]" = [Iim f(x)} = L", para qualquer inteiro positivo n;
X—>a X—a

P7 (LIMITE DA RAIZ N-ESIMA):
lim rl/f(x) =n/[lim f(x) = ’{/f , desde que lim f(x) =L >0 e n é qualquer inteiro
X—>a X—>a X—a

positivo ou lim f(x) = L <0 e n é qualquer inteiro positivo impar;
X—>a

Observacao 1: As propriedades listadas acima podem ser demonstradas

utilizando a definicao formal de limite. Mas, no momento, o principal objetivo é a
utilizagado destas propriedades para o calculo de limites.

Observacao 2: As propriedades de limites continuam vélidas se

substituirmos x—a por x—>a* ou x > a".
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Exemplo 1: Se b,, b, e a sdo nimeros reais, entdo lim (b, x+b,) =bja+b, ,
X—a

pois utilizando os limites basicos vistos nos exemplos 2 e 3 (secdo 2.2) juntamente
com as propriedades P1 e P3, temos que

lim (b x + by) = limby x+ limb, =b; lim x+ limb, = bya + b,
X—a X—a X—a X—a X—a

Usando os mesmos argumentos, podemos mostrar que para nimeros reais
b,, b1, ..., by, by, temos que

H n n-1 _ n n-1
)!l_rg(bnx +bp X T +..+byx+by)=b,a +b,,a " +..+bja+b,

para todo n>2. Segue entdo, que:

e se p éuma funcao polinomial do tipo

p(X)=b, x" +b, X" .. +b x+b,

para todo n>0, entao lim p(x) = p(a).
X—a

e se f é uma funcao racional do tipo f(x):%, sendo p, q fungoes
q(x

polinomiais, entdo lim f(x) = lim PO) _ p@) f(a).
x—a x—a g(X) q(a)

Observacao 3: Nos exemplos acima de limites com x tendendo a a,

tivemos sempre a no dominio de f e Ilim f(x)= f(a) Quando isto ocorre,
X—a

dizemos que f é continua no ponto a. Falaremos mais adiante sobre estes tipos

especiais de funcoes.

Exemplo 2: Para a fungdo f definida por f(x)=,/ (5x+6)(x—1) temos que

Propriedad e (P, ) Propriedad e (P, )

JBx+6)(x—-1) = \/)!i_r)nz(5x+6)(x—1) = \/)!i_r)nz(5x+6)-)!i_r)n2(x—1)

Funcdo Polinomial

lim
X—2

_ JB2+6)-(2-1) =16 = 4
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3
Exemplo 3: Para a funcdo f definida por f(x)= (SX ;))2( ,
X+

temos que

, ; 3
 5x3_x Propriedad e (P5) )I(I_)ml (65x* =x) Funggo Polinomial 5 13 _ 1
lim 2 - Tl (w2 LAy - 2 =1
x->1 x°<+3 lim (x© +3) 1+ 3

x—1
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Teste o seu conhecimento

1. Indique, como no exemplo anterior, as propriedades utilizadas no calculo do limite abaixo:

3 3
3 lim [ 4x+12 - x 2 im 4/ _lim x 2
oz ) m#E

. Xx—4
lim———>———— = =
X—>4 3_8 lim (3 - 8) lim 3— lim &
X X4 X x—>4 x—>4
“' ( 12; li %
Imix+ = 1m X 3
B 4x—>4 X—4 _%—46 __6
lim8 5.8
lim3—|X2>4 4
x—4 lim x
X—4

26 ¢ Coordenadoria de
e Educagao Aberta e a Distancia




Licenciatura em Matematica

Calculo Diferencial e Integral |

Observacao 4: Vale ressaltar que a propriedade P, néo ¢ aplicavel se o

limite do denominador for zero. Entretanto, se o numerador e o denominador
ambos aproximam-se de zero quando x aproxima-se de a, entdo o numerador e o
denominador poderao ter um fator comum x-—a (neste caso, o limite podera ser
obtido cancelando-se primeiro os fatores comuns, conforme ilustram os exemplos
4 e 5) ou poderda ocorrer outras situagcoes nas quais iremos abordar mais adiante.

3 2
X2 4+3x°+x+3
Exemplo 4: Para achar lim
x>-3  x% 4 3x

nao podemos utilizar a propriedade P5, pois o limite do denominador é zero. No

entanto, o limite do numerador também é zero e dai eles compartilham um fator
comum X+ 3. Portanto o limite pode ser obtido da seguinte maneira:

o 43x%+x+3 L (x+3)0+D) ) (x%+))
lim = lim ————~ = |lim ——~
x—>-3 X2 +3x x—>-3 X (x+3) x>-3 X

lim (x? +1
st 10 10
lim x -3 3

x—>-3

(*) Desde que estamos apenas supondo que o valor de X esteja aproximando-se do valor
-3, X nédo é igual a —3, ou seja, X+3#0. Assim podemos utilizar a simplificagdo
algébrica que nao tem efeito no célculo do limite, quando x se aproxima de —3. Dai,

posteriormente, podemos aplicar a propriedade P5.

Observacao 5: No caso de Iim f(x)=0 e lim g(x)=0 é comum dizer que
X—>a

X—>a

lim 100 tem uma indeterminacao do tipo 9 Nesta situacao, nada se pode afirmar
X— a g(X) 0

de imediato sobre lim % Dependendo das funcdes f e g o limite do quociente
X—>a g(X

f(x) . - . g
T pode assumir qualquer valor real ou nao existir. No exemplo 4 verificamos
g(x

.. - .10
que o limite existiu e seu valor foi 3
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Exemplo 5: Para achar lim Jx -3 nao podemos utilizar a propriedade P5,

X—>9 X—

pois o limite do denominador é zero. No entanto, o limite do numerador também é

. . . - . 0 .
zero ou seja, temos uma indeterminacdo do tipo o Para analisarmos esta

indeterminagao vamos proceder da seguinte forma:

0
i &—3[0} X=Xy x—9
x—>9 X—9 x—>9 (X—9(Wx+3) x-9 (x— 9)ﬁ+3
lim 1
X —9 1
= lim ==
x—>9 J_+3 |im9(J§+3) 6

Exemplo 6 (Calculo de um limite com mudanga de variavel): Para o

3y _
caso Ilm‘/_

x—>8 X—8

. o . 0
novamente temos uma indeterminacdao do tipo . Para

analisarmos esta indeterminacdo, facamos a mudanca de variavel y=3/x . Dai,

temos y3 =X e quando x tende a 8, Y tende a 2 (em simbolos: se x—8, entao

y — 2). Portanto,

y-2 y-2
x>8 X—8 yo2 Y-8 y-2 (y— 2)(y2+2y+4)
) 1 P5 yIEPz1 1
= lim =75

y-2 y2 42y +4 Iimz(y2+2y+4) 12
%

utilizamos a mudanca de variavel

38+h -2

Exemplo 7: Para calcular lim vern-e
h—0 h

y=3%/8+h, conforme o exemplo 6, ou a mudanca de variavel x=8+h (se h—0

entdo x—8). Dai,

i I¥8+h -2 y Yx -2 1

h —0 h x»>8 x—-8 12

Outro resultado importante no calculo de limites é o seguinte teorema:
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Teorema do Confronto (ou Teorema do "Sanduiche"): Sejam f, g e h

funcgdes definidas em um intervalo aberto | contendo a, exceto possivelmente em
x=a. Se f(x)<g(x)<h(x) para todo xel e Ilimf(x)=Ilimh(x)=L, entao
X—a X—a

limg(x)=L.
X—a

Figura: llustracdo gréafica do Teorema do Confronto

Observacao 6: A ideia deste resultado é que podemos determinar o limite da
fungdo g bastando para isso conhecer os limites das funcées f e h que delimitam

g nas proximidades do ponto a.

Observacao 7: O teorema do Confronto é também vélido se substituirmos
X—a por x—>a"ex—>a .

Exemplo 8: Seja a funcdo g definida por g(x):xsen%. Vimos, pelo grafico

. 1 . . .
de g, que lim (x sen— [=0. Uma alternativa para o calculo deste limite, sem o
x—0 X

conhecimento do grafico de g, é utilizar o Teorema do Confronto, como segue:

Sabemos que —-1< senE <1 paratodo x=0. Assim,
X

1 . .
e para X>0 temos que —x < xsen— < x.Como lim (-x)=0 e lim x=0
X x—07" x—07"

. 1
segue, pelo Teorema do Confronto, que lim [Xsen —) =0.
x—07" X
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1 .
e para X<0 temos que — X = Xsen—= > X ou, equivalentemente,
X

1 . .
X < xsen= < —x para X<0.Como lim x=0 e lim (-x)=0, segue, pelo
X x—0~ x—0~

. 1
Teorema do Confronto, que |lim (Xsen —j =0.
X—0" X

. . . 1
Portanto, como lim [xseniJzo e lim (xsenljzo, temos que Ilm(xsen—jzo.
x—0" X x—0~ X x—0 X

2.4 Limites no Infinito e Limites Infinitos

Até o momento estudamos os limites do tipo lim f(x)=L onde a e L
X—>a

representam numeros reais. Entretanto, podemos considerar outras situacoes:
Vejamos os exemplos abaixo:

X
Exemplo 1: Considerando a funcdo f definida por f(x)= .

Investiguemos o comportamento de f(x), quando X cresce indefinidamente.

Novamente vamos fazer o uso de uma tabela de valores:

X 10 100 1000 10000 100000 1000000
f(x) 1,25 1,02 1,002 1,0002 1,00002 1,000002

Note que a medida que X cresce indefinidamente os valores de f(x) tornam-

se cada vez mais proximo de 1.

Por outro lado, observando o grafico de f abaixo, vemos que quanto maior

o valor de X, mais proximo de 1 estard f(x).
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1
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Figura1: Gréfico da funcao f(x)= —2

Assim, podemos tornar f(x) tao proximo de 1 quanto desejarmos, bastando

para isso tomarmos valores para X suficientemente grandes. Usaremos a notagao
X —+o para representar o crescimento indefinido de X Dai, dizemos que existe o

- X . . .
limite de f(X)=n quando X tende a +0o0 e seu valor é1. Simbolicamente,

. X . ..
escrevemos lim —— =1 o qual deve ser lido como "o limite de f(x) quando X

X—>+0 X —

tende a +o0 éigual a 1".
Investiguemos agora o comportamento de f(x) quando X se aproxima de 2

por valores superiores a2 (x —27).

Novamente vamos fazer o uso de uma tabela de valores:

X 2,5 2,1 2,01 2,001 2,0001 2,00001
f(x) 5 21 201 2001 20001 200001

Note que a medida que X fica cada vez mais préximo de 2, por valores
superiores a 2, os valores de f(x) ficam arbitrariamente grande.

Por outro lado, observando o grafico de f , figura 1, podemos tornar f(x) tao

grande quanto desejarmos, bastando para isso tomarmos X suficientemente
préximo de 2, por valores superiores a 2. Para indicar este tipo de comportamento

i ~ . X
exibido usamos a notagédo lim —— = + .
X2t X— 2
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Analogamente, podemos investiguemos tanto o comportamento de f(x),
quando X decresce indefinidamente (notagdo: X — —o0) quanto o comportamento
de f(x) quando X se aproxima de 2 por valores inferiores a 2 (x -2~ ). Para esta
funcdo f podemos ainda indicar estes comportamentos usando a notacao:

. X . X
Iim —=1e lim — =—-o0.
X—>-0 X—2 X2~ X—2

Observacao 1: Convém ressaltar que o simbolo « ngo é numero real e,

consequentemente, nao podem ser manipulados usando regras de algebra.

Por exemplo, ndo é correto escrever (+w)—(+0)=0. Dizer que um

determinado limite de uma funcéao existe significa dizer que o valor do limite € um

, , . . . X
nimero real Unico. No caso acima, lim

=+ € simplesmente uma forma
X—2" X—2

particular da nao existéncia do limite. No entanto, escrever que lim 5
X—2t X—

=+ &

uma informacdo adicional que, além de dizer que o limite ndo existe, estamos

informando que, se x — 2" entao os valores f(x) ficam arbitrariamente grandes.

Pode suceder também que, quando X se torna muito grande f(x) se torna

muito grande, ou muito negativo. No primeiro caso, indica-se Xlim f(X) =+ e, no
—>+0

segundo, XIim f(X)=—o. Além desses, temos de considerar ainda
—>+00
lim f(xX) =40 e lim f(x)=-c.
X——o0 X—>—0
Daremos a seguir as definicbes dos simbolos de diversos tipos de limites. Ao

invés de procurar decora-las, vocé deve intui-las geometricamente. Faca a
ilustracao grafica de cada definicao.

Simbolo Definicao

lim f(x)=L Ve>0 36>0 talque O<|x-a|<s = |[f(X)-L|<¢
x—a ! ! ’
lim f(x)=L Ve>0 36>0 ta1que a<x<a+s = [f(X)-L|<s,
X—a

lim f(x)=L Ve>0 36>0 taque a—0<X<a = |[f(x)-L|<¢,
X—a

Xinjwf(x)=L Ve>0 3IN>0 tajque Xx>N = [f()-L|<¢,
Xir[lwf(x)zL Ve>0 3IN<O tajque X<N = [f(X)-L|<s,
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lim f(x) =+ VM >0 36>0 t51 que a<x<a+d = f(x)>M
X—a

lim f(x) =0 VM <0 35>0 talque a<x<a+s = f(x)<M
X—a

lim f(x)=+o0 VM >0 35>0 (a1 que a-5<x<a = f(x)>M
X—>a—

lim f(x)=—o0 VM <0 35>0 talque a-5<x<a = f(x)<M
X—a—

lim f(x)=+ow VM >0 3IN>0 ta1que X>N = f(X)>M
X—+00 ' ’

lim f(x) =—-o VM <0 3IN>0 a1 que Xx>N = f(x)<M
X—>+00 ! !

Xlim f(x) =+ VM >0 3N<O0 ta1que X<N = f(x)>M

—>—0

—>—0

Tabela: Definicbes formais dos casos de limites de fungoes

Observacao 2: As propriedades de limites listadas na segdo 2.3 continuam

validas se substituirmos X —a por X —+w ou X —>—0.

Observacao 3: Para o calculo de limites infinitos e limites no infinito
utilizaremos o seguinte teorema, cuja demonstracao segue das definicoes listadas
acima.

Teorema: Se n é um nimero inteiro positivo qualquer, entao

) 1 ) 1 ) 1 . 1 +00 Se n € par
lim —=0 Ilim —=0 Ilim — =+ Ilm—n: .
X400 x" X0 x" X0t X" X—0" X —%© Sé n

Observacao 4: Vale ressaltar que podemos intuir os resultados do teorema

acima observando o comportamento dos gréficos:

CQ a d Coordenadoria de
Educagao Aberta e a Distancia

33



Licenciatura em Matematica

Calculo Diferencial e Integral |

Y )
0 z 0 z
. - 1 . . - 1
Figura 2: Gréfico de f(x):—n, n impar Figura 3: Gréafico de f(x)z—n, n par
X X
. 7x* -2
Exemplo 2: Para achar lim ————— fagamos
X—>+0 3x™ -10x+1
4 x4 7—3 7_3
. 7x% -2 x4 . x4 ® 7-0 7
lim ———— = lim = lim = =—
x—>+0 3x4 10X +1  X—o+w 4 10 1 X—>+00 10 1 3-0+0 3
XH 3=+ S- 3t 4
3 x4 X® X

. 2 10 1 .
(*) Do teorema anterior segue que T3 7 tendem a zero quando X se torna muito
X X X

grande. Além disso, utilizamos também as propriedades de limites dadas na se¢éo 2.3.

2
. -2
Exemplo 3: Para achar _lim —7——— facamos
X—>-0 3x" —10x
5 X2 7—3 7_3
o Tx* =2 . X2 . 1 x2 0 7
im — = Iim ——— >~ = |lim —- =0.— =
x—>-03x% _10x X>-© 4, 10 X——0 x2 10 3
X7 3-— 3-—
x3 X
. 1 10 .
(*) Do teorema anterior segue que — € — tendem a zero quando X se torna muito
X X

negativo. Além disso, utilizamos também as propriedades de limites dadas na secéao 2.3.
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Observacao 5: O Teorema do Confronto é também vélido se substituirmos

X—a por X—+w ou X——wo. Vejamos os exemplos.

Exemplo 4: Para achar lim % ndo podemos utilizar a propriedade P,

X—>+0

pois o limite do denominador ndo é um numero real ( lim x = +o0). Além disso,
X—> +00

observe também que nédo existe limsenx, ou seja, 2 limsenx (Para se convencer
X—>+00 X—>+00

deste fato, observe o comportamento do grafico da fungao f(x)=senx, quando X

cresce indefinidamente).

. senx . .
Para resolver lim —— devemos utilizar o Teorema do Confronto. Vejamos,
X—> +00

1 sen 1
sabendo que —1<senx <1 para todo xe R, tem-se que —= < *enx = para todo

X X X

. 1 .1 . senx
X>0.Como lim-==0¢e lim ==0, segue que lim =0.
X—>+0 X X—>+o00 X X—> +00 X

Exemplo 5: Para calcular lim (\/x+ - \/;) fagamos

X—>+w©

XI—Im"(\/XT J_)_ XI—I’T‘”(H J_) «/\/g 1+ ? B XI—’+°° \/;T+1+:(/_ B XI_I’*‘”\/XT 1+ J_

Agora vamos utilizar o Teorema do Confronto para resolver [|im

x>+ \[x +1 + /x .

. 1
Vejamos, para x>0 temos que +Vx+1 ++/x >0 > ———— >0, Vx>0
VX+1 + X '

VX+1 >«/§ VX>O:>\/X+1+\/;>\/;+\/_=2\/; Vx>0

Por outro Iado,

1 1 wvx>0

= < ,
MX+1 + \/; 2«/;

1 1
Portanto, para todo x>0, temos 0 < < . Uma vez que
Ix+1 +x  2Jx
lim0=0 e lim =0 segue que lim |Wx+1 —+/x J= lim =0.
X—>+00 X—>+00 2\/_ 9 9 x—>+oo( \/_) x—>+ooﬂlx+1 + \/_

Observacao 6: Na pratica, para calcular lim procedemos da

1
x>+ /X +1++/x

seguinte maneira: Como +x+1 e /x crescem indefinidamente quando X cresce
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temos que /x+1++/x cresce indefinidamente, quando X cresce. Assim, quando X

tende a zero, isto é, lim 0.

1 1
\/x+1+\/; X%+°°\/x+1+\/; B

cresce,

Observacao 7: No caso de lim f(x) =+ € lim g(x) =+ é comum dizer que
X—a

X—a

lim (f(x) - g(x)) tem uma indeterminagdo do tipo «—. Nesta situagdo, nada se

X—a

pode afirmar de imediato sobre lim (f(x) —g(x)). Dependendo quais sao as fungdes
X—a

f e g o limite da diferenga pode assumir qualquer valor real ou nao existir. No

exemplo 5 verificamos que o limite existiu e seu valor foi zero. Vejamos mais um
exemplo do caso de indeterminagao do tipo «o—c em que o valor do limite existe e
nao é igual a zero.

Exemplo 6: Para calcular lim (Vx* +x? — x?) procedemos da seguinte

X—> 00
forma:
[c0—o0] Vx4 x? + x?
lim (\/x4+x2 - xz) = lim (Vx*+x? - x?).
X—>+00 X—>+0
Vx* 4 x? + x?
= lim XFax®oxt lim x°
X—> 400 ,X4+X2 + X2 X—>+00 4 1 2
X7 1+— |+ X
2
X
x2 1 1
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2.5 Calculo de Limites

Em termos de calculos de limites, as seguintes formas sdo consideradas

. . 0
indeterminadas: —, —, o—o0, Ox o0, OO, ©?, 1°
0 .

818

Na resolugdo do célculo de limite de expressdes que envolvem essas formas
de indeterminacées é comum o uso de fatoragcbes, simplificagbes, artificios
algébricos ou conhecimentos de limites especiais que possam eliminar as
indeterminagdes e avaliar corretamente os limites estudados.

Para orientar o calculo de limites no infinito daremos a seguir uma tabela
sobre o procedimento a serem seguidos. Ao invés de procurar decorar as
propriedades vocé deve utilizar a intuicdo, desde que nao tenha um caso de
indeterminacgao.

lim f(x limg(x lim h(x
X—>[|( ) X—)Dg( ) h(x) X5 )
1 + 00 +o0 f(x) +g(x) + o0
2 — o0 —o0 f(x)+9(x) — 0
3 +00 +oo f(x)—g((x) (?) indeterminagao
4 +00 k f(¥)+9(x) +00
5 — o k f(x) +g(x) —©
6 +00 +o0 f(x)-9(x) +00
7 +00 — o0 f(x)-9(x) —o0
8 +00 k>0 f(x)-9(x) +00
9 + o0 k<O f(x)-9(x) — o0
10 to0 0 f(x)-9(x) (?) indeterminagao
f(x)
k + — 0
" ” 9(x)
12 too fe’d) % (?) indeterminacao
. (%)
13 k>0 0 a(x) + o0
+ 00 _f ) +
+ 00
h 0 9(x)
- fx)
15 k>0 0 900 —o0
f(x)
4 - 7 _
1 ” 0 g() *
17 0 0 % (?) indeterminacao

Tabela: Principais casos envolvendo limites infinitos e limites no infinito
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Nesta tabela:

e o simbolo U pode ser substituido por a, a*, a~, +o, —o.
e o simbolo 0" significa que o limite da fungéo é zero, todavia se aproxima de
zero por valores positivos para X — L.

e o simbolo 0 significa que o limite da fungao é zero, todavia se aproxima de
zero por valores negativos para X — [

Vejamos mais alguns exemplos:

6 —
Exemplo 1: Para achar lim —
X—>-0 3x" +2x+1

6 1 1
1- ~ _ =
6_ 1 X( XeJ , 1 6

lim ————=— = lim = lim X2 — X o
x—>-03x% + 2x + 1 H—oox4( 2 1) X0 2 1

facamos

3+ S+ = 3+ S+
3 4
X3 x

X X4
(*) Utilizamos a propriedade 8 do quadro acima, pois quando X se torna muito negativo,

1
1=

. . . 1
x? se torna muito grande, e 0 quociente se aproxima de 5 >0.

1
3+—3+—4
X* X

. X
Exemplo 2: lim n:—oo pois quando x tende a 2 pela esquerda, isto €,

X—2

x tende a 2 por valores menores que 2, o numerador tende a 2, que é positivo. O
denominador, por sua vez, tende a 0, por valores negativos, pois x—2 <0 se x<2

. Logo, <0 quando x estd préximo de 2 pela esquerda e torna-se muito

negativo a medida que x se aproxima de 2 pela esquerda.

. X
Exemplo 3: lim —2=+oo , pois quando x tende a 2 pela direita, isto é, X
x—>2t ~ 7

tende a 2 por valores maiores que 2, o numerador tende a 2, que é positivo. O

denominador, por sua vez, tende a 0, mantendo-se positivo. Dai, > 0 e torna-

se arbitrariamente grande desde que x esteja suficientemente préximo de 2, mas
mantendo-se maior que 2.
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analisamos os limites laterais,

Exemplo 4: Para achar lim
X—>2 4 —x

. X . X
lim —— = lim —————=+w e lim —— =-—».
x—2~ 4 —X x—2~ (2=X)2+X) x—2t 4 — X
Considerando que os limites laterais ndao foram representados pelo mesmo

simbolo, escrevemos # lim ———.
x—2 4 — x2

Observacao: Nos céalculos de limites no infinito, quando

lim f(x) =+ e lim f(X) =+, escrevemos lim f(x) =+o.
x—at x—a~ x—a

Analogamente, quando lim f(x) = -ow e lim f(X) = —c escrevemos lim f(x) = —.
Xx—a x—a Xx—a

Convém ressaltar que, em ambos os casos, ndo existe lim f(x) (lembre-se
X—a

que a existéncia de um limite significa dizer que o valor do limite € um namero real
Unico). Escrever, por exemplo, que lim f(X) =+ é uma informacao adicional
X—a

qgue, apesar do limite nao existir, estamos informando que os valores f(x) crescem

arbitrariamente independentes de como aproximamos de a.

. 1 . .
Exemplo 5: Para achar lim ——— vamos calcular os limites laterais:
x>3 (x —3)

. 1 . 1
x>3~ (X —3) x»3" (x—3)

Considerando que os limites laterais foram representados pelo mesmo

simbolo, escrevemos lim +00,

x>3 (x—3)2 -
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. 2x+5 .
Exemplo 6: Para calcular lim ﬁ procedemos da seguinte forma:

X—>—00 2X2_5
X- 2+§ X.(2+5j
2X+5 X _ X

lim ———= lim = lim ————~— = lim
X—>—00 ,2X2—5 X—>—00 XZ.(Z_SJ X—>—00 XZ- Z—E X—>—00 |X| Z—E
2 2 2
X X X
= lim = lim oL ]2
x>0 5 —=0 5 V2
(=x)- 2——2 2——2
X X
() Como X —> —o0 temos que X < 0. Assim, v x° =|x|==x.

De forma analoga, quando X —+o temos que X >0 e portanto vVx? =|x|= x  Dai

. 2X+5
resulta que lim LT 2,

X—> 400 /2X2 -5
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Teste o seu conhecimento

1. Faca o que se pede:

1.1.  Um estudante afirma quese 0<5<1e O <|x+2| < & implica |x* +x—2| < 56.
Vocé concorda ou discorda? Justifique apresentando os calculos.

1.2.  Prove, usando a definigao, que Iimz(x2 +Xx)=2.
X—>—

2. Prove, por definigao, que lim 2_ -2
x—-1 X

3. Prove que lim =0, mostrando que para todo ¢ >0, existe um nimero real N >0

X—>+0 BHX —

, tal que se X > N entao -0

<é&.

5x-1

4. Nos exercicios abaixo, calcule os limites:

3
im X+ Iim\/;_1 lim x( x2+1—x)
41, x>23x-1 aq3, xol x—1 a2a. Ko
2
. X7 +5X+6 3y _3 . > 5
lim 2 IimM; az0 Xl_l)rpoo(\/x +1-+x —1)
4.2. X2 X+ 414, X2 X-—a 4.25.
lim%/2x+3 .
4.3, x4 i \/x +a? a ab>0 4 Xl_I)TOO( X2 + X )
IimM 4.15. X_’O\/X b2 b o (T
2 3x-4 Im( X7+ )
b 3 47 "ml/_x—_l 4.27. X7
Iim% 4.16. 1 ¥x -1 lim (3X +X - \/x +1)
x—>-1 X+ s
4.5. k i 3,2 _23x 41 4.28. *7
o x+ AN S
lim5—— x—>1 (x—1)2 . X+ X+/X
oLV 2X 4.11. lim -
4.6. 2 . _ 4.29. X—>+o0 X+
. 2 ||mﬂ 3
lim X% 418, 74145 fim X —2x+1
47, %02 X=2 v —V1- a30. > x°-1
3 6 2 11 6 ||mM X
IimX —oX +LAX- 4.19. x>0 X lim
4.8. X1 X2 _1 I|m 2X—5 4.31. x_>3+x—3
lim x3 —5x% +8x—4 4.20. x>+ X+8 lim %
4.9. X—>2x3 7x% +16x-12 lim 2x3 —-3x+5 432, x>3 X—3
5
lim (2+x)*-16 a21. 00 AXT -2 lim e
+ X —
2
Jx+ -2 422, TTONAXE -7 lim
Ii . . 3 ~
411, X0 lim _2X+3 130, X2 x-2
X0 2 lim |In(x+2) —In(x
i \/2(X2—8)+x azs. T NAX" -7 pas, IO+ D =]
412, x—>—4 X+4

5. Calcule os limites, se existirem. Se nao existir, justifique a sua nao existéncia.
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3 . 1
. X~ +8 | 4 cos—
lim im [x cos ]
x>-2 2x% + 6X+4 55 0 ¥x
: . f(x+h)y—f(x)
lim Injx—-2 lim———~2 "/
x| x >
2 x lim f(x—4) ()= ° L > X‘OO
57 xod , X+1 se x<
lim (2"‘ cosx) 1
X ) x% |sen=| se x>0
. = X
- lim g(x); X se x<0
Encontre [im w para as seguintes funcoes:
h—0
1. 1= -2
( ) 3 6.3.
f(x)=x
62 o, 1=V
Para cada uma das seguintes fungoes ache lim M
=2 X—2
1 _2y2 _
f(x)==, x=#0 1, f(x)=3x"+5x-1
7.1. X
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2.6 Limites Fundamentais

Existem determinados limites que sao chamados Limites Fundamentais e que
vamos utiliza-los para o calculo de outros limites. Sao eles:

LF1) Iimm =1 (indeterminacao do tipo 0 ).
x—0 X 0

X
LF2) lim (1+lj =e (indeterminagao do tipo 1°), onde € é o niimero irracional
X—>+00 X

neperiano cujo valor aproximado é 2,718281828459045...

X—>—00

X
LF3) lim (1+£J =e (indeterminagao do tipo 1°).
X

X

LF4) lim® 1
x—0 X

=lIna (a >0, a# 1) (indeterminacao do tipo % ).

Saiba Mais: Para provar a veracidade do limite fundamental LF1 consulte uma das

referéncias bibliogréaficas listadas abaixo. Quanto a LF2 e LF3 a demonstragcao é
muito trabalhosa e utiliza conceito de séries.

Utilizando o software GeoGebra (encontra-se disponivel em www.geogebra.org)

Se

n x 1\*
podemos esbogar os gréficos das fungoes f(X)= Y € a(x) =(1+ y) e observar

o comportamento dessas funcoes para verificar os limites fundamentais LF1, LF2 e

sen X

LF3. O grafico de f(x)= m

, esbocado na figura 1, mostra que f(X) se aproxima

del, quando X se aproxima de zero.

RN

senx
Figura 1: Gréfico da fungao f(x) =
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1 X
Ja, o gréfico de 9(X)=|1+= | , esbogado na figura 2, mostra que g(x) tende
X

para o nimero e quando X tende para (+) ou (-) infinito.

1

1 Y

1

1

1

1

1

1

1 e
————————————— I -—— o Em o EE EE o B A EE o Ew B o Em

1

I /—_’_—

1 g1

1

1. 0 T

1

1

1

1

X
1
Figura 2: Gréafico da funcao 9(X) = (1+ ;)

Justificativa de LF4

X

Quanto a veracidade da afirmagéo lim® —~=Ina (a>0, a=1)

x—>0 X

. .y X X ,
utilizamos a mudanga de variavel Yy=a" -1 e, nesse caso, a =1+Y. Dai,

log, (@*) = log,(1+Y), ou seja, x-log,a = log,(1+y). Como log,a = 1 temos que
x = log,(1+y). Assim, quando Xx—0 entdo y—0 e, portanto,
a¥-1 y . 1 . 1

lim = lim = lim—— = lim I
x—0 X y—olog,(1+Y) yaO(lJ

y—0 =
y )10 d+y) log, (L+)?

1 LF2 1
= = =logea =1Ina
1 log,e
log | lim (1+y)Y
al y—O0

. sen L
Exemplo 1: Para calcular Ilmse_(Sx) facamos a mudancga de variavel u=3X.
x—0 X

, u ,
Dai, temos X =§ e, quando x tende a zero, u tende a zero (em simbolos: se x—0,

entao u—0). Portanto, vemos que
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._senu . senu . _senu LR
m—— = lim3-—— =3. lim—— = 3:1=3
x—0 X u—0 E u—0 u u—0 U

Exemplo 2: Para calcular lim 321 (8%)
x=>0 ax

, sendo acR-{0} procedemos

conforme o exemplo anterior. Fagamos a mudanca de varidvel u=ax e verificamos

- . . sen(ax . senu LH1
que se X— 0, entdo u—0. Assim, ImL: lim—— = 1.

x—0 ax u—>0 U

Exemplo 3: Para calcular r!irrg)%h_l facamos
H

_cosh—-1 .. (cosh—1)(cosh+1) . cos’h-1
lim = [lim = lim ————
h-»0 h h—0 h cosh+1) h—oh (cosh+1)
_ 2 LF1
_ lim sen“h  lim — senh_ senh = (-1)-0=0
h—0h (cosh+1) h-o0 h  cosh+1

COSh_lzo_

Portanto, lim
h—0

1

Exemplo 4: Para calcular lim (1+x)* analisamos os limites laterais
x—0

1 1

lim (1+x)* e lim (1+x)*. Em ambos os casos, fagamos a mudanga de variavel
x—0t x—0"

u =% e utilizamos os limites fundamentais LF2 e LF3. Note que se x— 0", entao

u—>+o e,se Xx—>0 , entdo u— —o. Dai,

1 1\ 1 1\
lim (L+x)* = lim (1+—J =ee lim (1+x)*= lim (1+—j =e
x—0" U—>+00 u X0~ U—>—o0

1

Portanto, lim (1+x)* =e.
x— 0

X
Exemplo 5: Para calcular lim (1+§j , sendo acR—{0}, fagamos u=
X

X—>+00

=< | o
o

verificamos que se X — +oo, entdo U—>0. Assim,
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a X % % 2 u Exemplo4
lim (1+—j = lim (1+u)" = lim [@+u)" | =| lim (1+u) = e?

X—>+00 X u—0" u—0"* u—0"*

X
Portanto, lim (1+§j =e?,

X—>+©

Exemplo 6: Para calcular Iimw

sendo f(x)=senx fazemos:
h—0

. f(x+h)—f(x) . sen(x+h)—senx . senxcosh+senh cosx—senx
lim———————=lim = lim

h—0 h h—0 h h—0 h
. senx(cosh—1)+senh cosx . cosh—1 senh
= lim = lim| senx- + -COSX
h—0 h h—0

(*)
= senX-0 +1-cosX = cosx
Portanto, lim sen(x+h)—sen(x) _ COSX .
h—0 h

COSh_lzo_

(*) Utilizamos as propriedades de limites, o limite fundamental LF1 e lim
h—0

Observacao: Podemos mostrar que se f(x)=cosx entéo

lim LM =09 _ i, COSx) —cosC) __ procedendo analogamente
h—0 h h—0 h

conforme o exemplo 6. Deixamos este fato como exercicio.

X X

Exemplo 7: Para calcular 1lim2 —b

fagcamos:
x—0 X

= lim
x—0 X x—0 X x—0 X

px| & a)’
a* —b* b* [b] -1 a a
lim—— = lim———=Ilimb* .| ~~— =b0-|n( jzln( )

X X
Portanto, Iima b =In(g).

x—0 X
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2.7 Funcoes Continuas

Na linguagem cotidiana, usamos a palavra continuo para nos referirmos a
uma situagao que nao se interrompe ou ininterrupta. Por exemplo, dizemos que o
tempo é continuo. Também, é de senso comum que um objeto em movimento nao
pode, em um sé instante, desaparecer de uma posicdo e reaparecer em outra.
Desta forma, seu movimento descreve uma trajetéria bem comportada, sem falhas
ou buracos.

Antes de apresentarmos o conceito de continuidade, vamos analisar alguns
graficos de fungoes:

(i) (ii) (ii)

» »
> >
X X

Figura 1: llustracao grafica de algumas funcbes

Observe que:
e em (i), f(a) nao esta definida;

o emiii), lim f(x)=L e lim f(x)=1f(a),mas lim f(x)= lim f(x) ouseja, # lim f(x);
x—a~ x—a’ x—a~ x—at X—a
e em (iii), existem f(a) e lim f(x), mas lim f(x) = f(a).

x—a x—a

Defini¢ao: Dizemos que uma fungdo f é continua em um nimero a se satisfaz as
seguintes condigoes:
e existe f(a) ou seja, a pertence ao dominio de f;

e existe lim f(x);
X—a

lim f(x) = f (a)

e X—a
Se uma das trés condi¢cOes acima nao for satisfeita dizemos que f é descontinua

em a e o ponto a é chamado ponto de descontinuidade de f .

Observacao 1: Ao utilizar a definicdo para mostrar que uma fungdo f é

continua em um numero basta verificar a condicao (iii), porque com isto, as duas
primeiras condigdes ja ficam analisadas.
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Observacao 2: Note que se f é continua em a entéo a propriedade (jii) nos
diz que fim f(x)= f (limx).
X—a X—a

Observacao 3: Nas ilustragées gréficas das fungdes listadas na figura 1 todas
as fungdes sdo descontinuas em x=a.

1-x se x<1
Exemplo 1: A funcdo f definida por f(x)={\/x—1 o le é continua em

x =1. De fato, pela definicao de fungao continua, temos:

(i) f(1) =0, ou seja, 1 pertence ao dominio de f ;
(i) lim f(x)= lim@-x) =0 e lim f(x)= lim vx—1 =0. Dai, como os limites
X1~ X1~ x—1t x—1t

laterais a esquerda e a direita sdo iguais, temos que lim f(x) =0.
Xx—1

lim f(x) =0 = f (1)

(iii) x—1

-11

Figura 2: Gréfico da funcéo f

x2 -4
X—2

se X#2

Exemplo 2: Seja g a fungao definida por g(x) =
6 se x=2
Note que g é descontinua em x=2. De fato,

2
X —4:Iirn (x=2)(x+2)
X—2 x>2 X—

limg(x) = lim =lim(x+2)=4 e g(2)=6
X—2 x—2 X—2

e desta forma Iing(x) # g(2), ou seja, a condicao (iii) da definicao de continuidade
X—>

nao é satisfeita.
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Figura 3: Gréfico da funcéo g

x+21 se x<0
Exemplo 3: Considere a fungdo h definida por h(x)= % se 0<x<2.
_x_3 se x>2
4 2

Vamos mostrar que h é descontinua em Xx=0 e continuaem x=2.

(i) h é descontinua em X=0.Com efeito, analisando os limites laterais temos:
2

lim h(x) = lim (x+1) =1e lim h(x) = lim —— =0
X—0" x—0~ x—0" x—0*
Dai, concluimos que nao existe lim h(X), ou seja, a condigéo (ii) da definigdo de
x—0

continuidade nao é satisfeita.

(ii) h é continua em X=2. De fato, de maneira analoga, é necesséario analisarmos
os limites laterais. Vejamos:

— 2 —
lim h(x) = lim =X~ ——2 e lim h(x) = lim [—X—§j -2
X—2" X—2" x—2F xo2t\ 4 2
Dai, resulta que limh(x) =—2 e como h(2) =-2 temos que limh(x) =h(2).

X—2 X—2

[y

Figura 4: Gréfico da fungao h
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Definigcao: Dizemos que:

e f écontinuaadireitaem a < lim f(x)=f(a);
x—a’

e f écontinuaaesquerdaem b < lim f(x)=f(b);
x—b

e f écontinua em um intervalo aberto (a,b) se for continua em cada ponto de (a,b);
e f é continua em um intervalo fechado aberto [a,b] se for continua em (a,b), continua

a direitaem a e a esquerdaem b;

e f é continua se for continua em cada ponto de seu dominio.

Observagéo: De forma analoga, podemos definir uma fungéo continua nos
intervalos [a,b), (a,b], (-o0,+%), [a,+x0), (a,+x), (—wo,b], (—wo,b). A figura abaixo
ilustra o gréafico de funcodes definidas num intervalo fechado [a,b].

Ay A A

y y

i
)
j

=Y
alk--
S

=Y
sbk--
o~ F--
£ 4

al--
o~b--

(i) (ii) (ii)

Figura 5: llustragdo gréfica de algumas fungdes definidas em [a,b]

e Afungao (i) é descontinua a direita em x=a e continua a esquerdaem X=Db;
e Afuncéo (ii) é continua a direita em x=a e descontinua a esquerdaem X=D;
e Afuncéo (iii) é continua a direita em x=a e a esquerdaem X=Db.

Exemplo 4: Para mostrar que a fungdo f definida por f(x)=+/2x—6 &
continua devemos mostrar que f é continua em cada ponto de seu dominio que é
dado por [3,+x), ou seja, necessitamos investigar a continuidade de f no intervalo
aberto (3,+x) e a continuidade a direita no extremo x=3. De fato,

e f écontinua a direitaem X =3 pois Iim+ f(x)= "m+ V2x-6=0=f(3).

Xx—3 x—>3
e f écontinuaem (3,+00) pois para qualquer ¢ € (3,+0) tem-se que

lim f(x) = limv2x—6 =+/2c—-6 = f(c) .

X—C X—C
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2.8 Propriedades das Funcoes Continuas

Daremos a seguir alguns resultados de fungbes continuas que seguem da
definicdo e das propriedades de limite vistas anteriormente.

Teorema 1: Se as fungées f e g sdo continuas em um nimero a, entéo:
e f+g écontihuaem a;
e f—g écontihuaem a;

e f.g écontihuaem a;

f .
e — écontinuaem a, desde que g(a)=0.

Teorema 2:

e Toda funcéo polinomial é continuas para todo nimero real;

e Toda funcéo racional é continuas em todo o seu dominio;

e As fungdes trigonométricas sao continuas em todo o seu dominio.

e As fungdes exponencial e logaritmica séao continuas em todo o seu dominio.

O conhecimento de quais fungdes sao continuas nos capacita a calcular de
maneira mais rapida alguns limites, como no exemplo a seguir:

3 2
Exemplo 1: Para calcular  lim X" +2x7+3
X—>-1 6 —2X

x3+2x%2 43 3 . .
podemos observar que f(x)=6—2 € uma funcgdo racional cujo
- 2X

dominio é IR—{3} . Do teorema 2 sabemos que f é continua. Portanto,
x3 +2x2 +3 D% +2.(-1%+3 1

lim ——— = = lim f(x) = f(2) = =
x>-1 6-2X Xx—>—1 6-2(-1) 2

5x-3 se x<1

Exemplo 2: Considere a fungdo f(x)=
P cere a iung ) kx®  se x>1

ce a d Coordenadoria de
Educacao Aberta e a Distancia




52

Licenciatura em Matematica

Calculo Diferencial e Integral |

sendo k uma constante real. Vejamos se é possivel determinar um valor de k de
modo que a funcao f seja continua. Note que, para x <1 temos que f(x)=5x-3

e portanto é continua. Por outro lado, se x>1 temos que f(x)=kx®> e da mesma
forma é continua. Dai, para analisar a continuidade de f, basta analisar a

continuidade em x=1. Como

lim f(x)=lim(5x-3)=2e lim f(x) = lim kx® =k

x—1~ x—1" x—1t x—1t

temos que para que exista Iimlf(x) é suficiente que k=2. Dai, f é continua em

X—>

x=1 pois Iimlf(x) = f(1) =2 =k. Portanto, para que f seja continua o valor de k
X—>

deve ser igual a 2.

Teorema 3: Se limg(x) =b e f é continuaem b, entao
X—a
lim(f og)(x) = lim f(g(x)) = f(limg(x)) = f(b)
X—>a X—>a X—a i

Se g é continuaem a e f é continua em g(a)=b entdo f og é continua em a,

ou seja,
lim(f 0g)(x) = lim f(g(x)) = (lim g(x)) = f(g(a))=(f 0g)(@)

Exemplo 3: Para justificar que a fungdo h(x)=e*"* é continua observamos

que h(x)=(f og)(x), sendo f(x)=e* e g(x)=senx. Como f(x)=e* e g(x)=senx
sdo funcgbes continuas para todo numero real segue, pelo teorema 3, que a
composta h= f og € continua.

Observagéo 1: O conhecimento do teorema 3 nos permite justificar, por

exemplo, as seguintes propriedades de limites:

n
e lim [ f(x) ]n = {Iim f(X):| , para qualquer inteiro positivo n;
X—a X—a

o lim Yf(x) = n\/lim f(x) , desde que lim f(x) >0 e n é qualquer inteiro
X—>a X—>a X—a

positivo ou lim f(x)< 0 e n é qualquer inteiro positivo impar;
X—a

e lim In[f(x)]:ln[lim f(X)]desde que lim f(x) >0;
X—>a X—>a X—a
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e limcos[f(x)]= cos[lim f(x)} , desde que exista lim f(X);
X—>a X—>a X—a

e limsen[f(X)]= sen{lim f(x)}, desde que exista lim f(X);
X—>a X—>a X—>a

lim £ (%)
o limef®W=-g*>2

, desde que exista lim f(X).
X—>a X—a

Teorema 4: Seja f uma fungao continua num intervalo |. Seja J =Im(f). Se f

admite uma funcao inversa g = f1:J 1, entdo g é continua em todos os pontos
de J.

Observacao 2: Com auxilio do teorema 4 podemos justificar a continuidade
de varias fungdes inversas, como por exemplo, y=Inx, y=arcsenx, Yy =arccosx,

y =arctgx.

Teorema 5 (Teorema do Valor Intermediario - TVI): Se f é continua em um

intervalo fechado [a,b] e se w é um numero entre f(a) e f(b) entdo existe ao

menos um numero ¢ em [a,b] tal que f(c)=w.

f(®b)

feoy=w
f(@)

Figura 1: llustracéao gréafica do Teorema do Valor Intermediario

CQ a d Coordenadoria de
Educagao Aberta e a Distancia

53



54

Licenciatura em Matematica

Calculo Diferencial e Integral |

Observacao 3: O teorema afirma que quando x varia de a até b a fungéo
continua f assume todos os valores entre f(a) e f(b). Graficamente, para
qualquer nimero w entre f(a) e f(b), a reta y=w intercepta o grafico de f em
pelo menos um ponto. Dai concluimos que o grafico de fungbes continuas podem
ser tracados sem retirar o lapis do papel, isto &, nao ha interrupgdes no gréfico.

Uma infinidade de problemas pode ser reduzida a encontrar raizes da
equacao f(x)=0.Um procedimento para aproximacao de raizes esta baseado na

seguinte consequéncia do Teorema do Valor Intermediério:

Teorema 6 (Teorema de Bolzano): Se f é uma fungao continua num intervalo
fechado [a,b] e f(a)- f(b) <O (isto é, f(a) e f(b) sao diferentes de zero e tem
sinais opostos) entdo existe ao menos um nimero ¢ entre a e b tal que f(c)=0,

isto e, f tem um zero em [a,b].

=y

ﬁ/c b
f@f--

Figura 2: llustragdo gréfica do Teorema de Bolzano

Exemplo 4: Para mostrar que f(x) = x> +2x* —6x> +2x—3 tem um zero entre
1 e 2 observamos inicialmente que f € uma funcdo polinomial e portanto
continua para todo nimero real, em particular, serad continua no intervalo [1,2]. Uma
vezque f()=-4<0 e f(2)=17 (f(l)- f(2) <O), o Teorema de Bolzano garante a

existéncia de um nimero ¢ entre 1 e 2 tal que

f(c)=c®+2c*-6c3+2c-3=0.

ce a d Coordenadoria de
Educacao Aberta e a Distancia




Licenciatura em Matematica

Calculo Diferencial e Integral |

Note que, o Teorema de Bolzano nao informa qual é o valor deste nimero ¢ e
nem garante a unicidade. No caso deste exemplo, podemos mostrar que também
existe uma raiz entre -1 e 0 j& que f é continua no intervalo [-10] e

f(-1)- f(0) <0. O gréfico abaixo ilustra a localizagao das raizes as quais mostramos

a sua existéncia.

v

Figura 3: Grafico da fungao f(x)= X +2xt —6x° +2x-3

Observacao 4: Este exemplo ilustra um esquema para a localizagéo de raizes

reais de um polindbmio. Utilizando um método de aproximagbes sucessivas,
podemos aproximar cada zero do polindmio com qualquer grau de precisao
bastando enquadra-los em intervalos cada vez menores.

Uma forma equivalente do Teorema de Bolzano é a seguinte resultado:

Teorema de Bolzano (Forma equivalente): Se uma funcdo f é continua num
intervalo fechado e nao tem zeros neste intervalo, entdo ou f(x)>0 ou f(x)<O

em todo intervalo.

Podemos utilizar este resultado para estudar o sinal de uma fungao f , isto é,
encontrar, se existirem, os intervalos onde f(x)<0, os intervalos onde f(x)>0 e
os pontos em que f(x)=0, conforme veremos no proximo exemplo.

Exemplo 5: Para estudar o sinal da fungdo f definida por

6(=2 + X)(1— 3x + 3x?)
(2-3x)3

f(x)=
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observamos, inicialmente, que f é uma funcéao racional, logo continua em

2
D(f)=R—{§}.

Assim, temos que f é descontinua somente em x = %
Além disso, x =2 é a Unica raiz de f . Portanto, f é continua nos intervalos
abertos (—ooéj, (%2) e (2,+oo). Analisemos o sinal de f no intervalo [—oo,%j.

Como, neste intervalo, f é continua e ndo tem zeros entédo, pela forma equivalente
do Teorema de Bolzano, ou f(x)>0 ou f(x)<0 em todo intervalo. Dai, basta
analisar o sinal de f em um Unico ponto teste deste intervalo, como por exemplo,
em X=0. Assim, como f(0)<0 tem-se que

f(x)<O0, VXe(—oo,gJ.
3
Analogamente, concluimos que
f(x)>0, VXG[%,ZJ e f(x)<0,Vxe(l+o)

ja que, por exemplo, f(1)>0 e f(3)<0. Para simplificar, € comum utilizarmos o
diagrama abaixo para representar o sinal da funcao:

2
Figura 4: Diagrama do sinal da funcéo f(x)= 62+ \A=3x+ 3x)

2-3x%°
Exemplo 6: Vejamos os graficos | e Il da figura 5:

Ay Ay
i
|
|
|
i

| [

B 1 a x
- i
/a x l
|
|
|

Figura 5: Grafico | Gréfico ll

c - ad Coordenadoria de
e Educacao Aberta e a Distancia




Licenciatura em Matematica

Calculo Diferencial e Integral |

Observe que, no grafico |, a funcdo muda de sinal em a que é um “zero” da
fungdo. Ja no grafico ll, a fungdo muda de sinal no ponto a que é um ponto de
descontinuidade da fungéo.

Podemos concluir que se uma funcdo f muda de sinal em x=a, entdo ou
f(a@)=0 ou f ¢é descontinua em a. Isto &, os Unicos pontos em que uma fungéao
pode mudar de sinal sdo aqueles onde ela se anula ou onde é descontinua.
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Teste o0 seu conhecimento

Nos exercicios abaixo vocé deve justificar todas as respostas explicitando o
raciocinio utilizado.

1. Utilizando os limites fundamentais, encontre os limites abaixo:

. 1-cosx 3"
o lim [ 1-—
1. 0 X 1.4 X—>+00 X
||mw 2X _3X
1.2 x—>0 77X lim
h 1.5, 0 X
X
lim (1+zj
1.3. X—>+00 X
- f(x+h)- f(x)
2. Encontre 1M T Paraas seguintes fungoes:
h—0
21, fl(x)=cosx .9 flx)=2" 23 f(x)=log_x

3. Encontre, quando existir, os pontos de descontinuidade de f e faga um eshogo do grafico
de f em cada caso:

X+3 2x+3 se x<4
f(x)= f(X)=—F—— _
3.1. |x|-3 39 | X +3x| F0=17,10 ¢ x>a
3.3 X
4. Determine o(s) valor(es) de Kk, caso exista(m) para que a fungao seja continua.
7-x? se x<1 Yx+8-2
f(x)= ) ——— se x=z0
kx se x>1 X
4.1. f(x)=
2 k se x=0
f(x):{ kx se x<2
42, 2x+k se x>2 4.3.
2
L(BX) se x>0
2
X
f(x) =
k x se x<0

4.4,
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5. Determine, se possivel, os valores das constantes & e b de modo que a fungio f abaixo
seja continua em (—00,+0)

xsen%+b se x<0

F(x) = 2a se x=0

3x+2
X X
1+ = se x>0
2

|x]-1

[ x+1]

6.1. Escreva { comouma funcao definida por partes;

6. Seja f(x)= +2 uma fungao real de variavel real.

6.2. Faga um eshogo do gréafico de f;

6.3. Encontre I|m+ ) e lim_ () , se eles existirem. A fungao f é continua em X =17

X—>—1 x—>—1
6.4. Encontre XI_IS)L 09 e XI_IH)L 09 , se eles existirem. A fungao f é continua em X= 09

T T
7. Mostrar que f(X)=sen”X—X tem uma raiz entre “se5.

8. Prove que T (X)=—1 tem pelo menos uma solugdo em (—2.-1), sendo f(X)=Xx>—x*+4,
9. Mostre que f(x)= x’ +x% —4x+ 4 possui pelo menos uma raiz real.

3(x% +4)°(1-x?)
(4x-2)°

10.Estude o sinal da fungdo ' definida por f(X)=
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CAPITULO 3. DERIVADA

3.1 Reta Tangente a uma Curva

O desenvolvimento do célculo foi estimulado, em grande parte, por dois
problemas geométricos:

Problema das Tangentes: Calcular o coeficiente angular da reta tangente ao
grafico de uma fungdo em um ponto dado P, veja figura 1.

Problema das Areas: Calcular a area da regiao sob o grafico de uma fungao
de x, até x,, veja figura 2.

Tradicionalmente, a parte do célculo que estuda o problema das tangentes é
chamada de cé/culo diferencial e a parte que estuda o problema das areas é
chamada de calculo integral. Estes dois problemas estao relacionados através do
conceito de limite.

&
Ay S Ay
&
|
|
P/ :
|
' I
I R |
| | | !
H 1 > L ’
7 X, X X, X, X
Figura 1: Reta tangente a curva no ponto P Figura 2: Area da regiao limitada R .

A partir de agora estudaremos as idéias e as técnicas desenvolvidas para
resolver esses problemas e as aplicagdes originadas deles.

Antes, porém, lembremos como determinar o coeficiente angular m (ou
inclinacdo) da reta r que passa pelos pontos (X;,Y;) e (X»,Y,). Para isso, basta

observar que a inclinacado de uma reta é definida por m=tga e utilizar a definicao

de tangente de um angulo « obtendo m=tga=%=u, conforme ilustrado
Xy =X

na figura 3.
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Figura 3: Inclinagao de uma reta

Dai, obtemos uma equacao da reta r dada por
y—yi=m(X—X) ou Yy—Yo=m(X—=X5) -

Note que essas equagdes conduzem a uma Unica equagao na forma reduzida
que é dada por y=mx+b, sendo b= y,—mx =y, —mx,.

Vocé Sabia? Na Roma Antiga, a origem da palavra calculus era uma pedra de
pequena dimensao utilizada para contagem e jogo, e o verbo latino calculare
passou a significar "figurar", "computar", "calcular". Atualmente o calculo é um
sistema de métodos para resolver problemas quantitativos como, por exemplo, no
calculo de probabilidades, célculo tensorial e calculo das variagoes.

Passamos agora ao estudo do problema da reta tangente. Lembramos que,
em uma circunferéncia, uma reta tangente seria aquela que intercepta a
circunferéncia em apenas um ponto. Porém, para curvas em geral, essa definicao
pode falhar, pois como na figura 4, a reta que "supostamente" é tangente no ponto
P intercepta a curva em mais de um ponto.

rangent®

Figura 4 Reta tangente a curva no ponto P
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Eis que Fermat, grande matematico do século XVII, generalizou o conceito de
reta tangente a curvas quaisquer. Veja um exemplo ilustrando a técnica
desenvolvida por Fermat.

Exemplo 1: Para encontrar a equagdo da reta tangente a cubica

f(x) = (x—l)3 + 2 no ponto P(1,2) devemos encontrar o coeficiente angular m

desta reta a qual denotaremos de reta t. A dificuldade estd em termos somente um
ponto P, sobre a reta t, ao passo que para calcular o coeficiente angular sao
necessarios dois pontos, como vimos anteriormente.

Para calcular uma aproximagdao de m escolhemos um ponto Q(x, f(x)),

proximo a P(1,2) sobre a cubica e calculamos a inclinagdo mpq da reta secante

PQ.

i /

/[
Figura 5: Reta secante a curva f(Xx)=(x —1)3 + 2

Dai, escolhendo X ;tl, o coeficiente angular desta reta secante é,
evidentemente:
fx)-2 (x-D%+2-2 (x-13
x-1 x—1 ox-1"
As tabelas abaixo mostram os valores de mp para alguns valores de X

me =

proximos de 1 (a direita e a esquerda).

X Mpq X Mpq
0 1 2 1
0,5 0,25 15 0,25
0,9 0,01 1.1 0,01
0,99 0,0001 1,01 0,0001
0,999 0,000001 1,001 0,000001

Tabela: Anélise do coeficiente angular da reta secante
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Observe que, quanto mais proximo X estiver de 1 (a direita ou a esquerda) mpq

estard préximo de zero. Note que, dizer que X tende a 1 equivale a dizer que o
ponto varidvel Q se aproxima de P ao longo da curva. Isso sugere que a
inclinagao da reta tangente deve ser m=0. Assim, a inclinacao da reta tangente é o

limite das inclinagcbes das retas secantes e expressamos isso simbolicamente
escrevendo:

lim mpg =m
Q—P PQ
ou, equivalentemente,
3
m = lim mpg = lim &0~ _ lim(x-1)2 = 0.
QP x> X—1 x>

Dai, a equacao da reta tangente é dada por
y—yi=m(x—X%) ©y-2=0x-1) < y=2
ou seja, a reta tangente & cubica f(x)=(x-1)3+2 no ponto P(L2) é a reta

horizontal de equacdo y = 2.

A Figura 6 ilustra o processo de limite que ocorre neste exemplo. A medida
que Q tende a P ao longo da cubica, as retas secantes correspondentes giram em
torno de P e tendem a reta tangente.

Ay

tangente

//o rg

Figura 6: Retas secantes aproximando da tangente

Vamos generalizar agora o procedimento realizado no exemplo 1 para uma
curva arbitraria ¢, dada pelo grafico de uma funcédo f, em um ponto fixo do
gréfico. Para isso, vamos considerar sobre este grafico dois pontos distintos
P(a, f (a)) e Q(x, f(x)), conforme a figura 7.
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»
>
X

N

Figura 7: Reta secante a curva y = f(x)

Axy=x—n

Observagéo 1: O simbolo A (correspondente a letra "d" maitscula do

alfabeto grego denominado delta) quando escrito na frente de uma variavel
significa a diferenca entre dois valores desta variavel. Este artificio notacional é
conveniente em todas as partes da Matematica e em outras ciéncias. Assim, a
notacdo padrao para representar a variagao de uma variavel x é Ax (leia-se "delta

X"), de modo que Ax = x, —x; representa a variagdo em X ao se passar do primeiro

valor para o segundo. Um fato importante que devemos observar é que AX nzo é o
produto de um nimero A por um ndmero X, mas um Unico nimero, que podera
ser positivo ou negativo, denominado variagdo de X ou incremento de X.

Consideramos agora a reta secante que passa pelos pontos
P(a, f (a)) e Q(x, f(x)) Observe que o coeficiente angular mp, dessa reta €

Ny _f-f@
PR Ax x—a

Entdo, mantendo o ponto P fixo, fazemos o ponto Q aproximar-se de P,

passando por sucessivas posi¢cées Q;,Q,,Q;,A , ao longo da curva C. Logo, a

secante PQ assumira as posi¢coes PQ,, PQ,, PQ;, A , aproximando visivelmente da

tangente em P como sua posicao limite, conforme a figura 8.
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Figura 8: Reta secante aproximando da tangente (o ponto Q esta a direita de P).

Ax=x—a

Intuitivamente, o coeficiente angular da secante se aproxima de um

\

determinado valor m, a medida que o ponto Q se aproxima de P. O modo de
aproximar-se Q de P consiste em fazer x se aproximar de a (ou,

equivalentemente, AX=Xx-—a se aproximar de zero). Observe que na figura 8
fizemos Q se aproximar de P pela direita o que equivale a tomar Ax=x-a

positivo. Note que, quando Q se aproxima de P pela esquerda Ax=x-a é
negativo e o coeficiente angular da secante também se aproxima do valor m. Isso
acontecendo, definimos a reta tangente a curva C no ponto P como sendo aquela

que passa por P e cujo coeficiente angular € m.

Considerando o conceito de limite podemos expressar mais adequadamente
na forma

m= lim mpg = lim 2Y = jim 1) =1@)
QP AX—>0AX x—a X-—a

Observacao 2: Outra expressdo para a inclinagio da reta tangente &
considerar a mudanca de variavel Ax=x-a . Assim, X=a+AX e, quando x—a
temos que Ax— 0. Dai, se o limite existe, temos:

m < lim f(x)—f(a) _ lim f(a+Ax)— f(a)
x—a X—a AX—0 AX

Com o intuito de simplificar a notagdo é comum utilizar a letra h no lugar de
AX e, neste caso, podemos escrever

f)-f(@ _ . flath)-
h

m = lim f(a) (se o limite existir).

X—a X—a h—0
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Definicao 1: Suponhamos que C é uma curva dada pelo gréafico de uma fungéo
f , continua em um ponto a. Definimos a reta tangente a C em um ponto P(a, f (a))
como sendo:
A reta que passa por P com coeficiente angular (inclinacao) dado por

m = lim f(x)-f(a) _ lim f(a+Ax) - f(a)

x—a X—a AXx—0 AX

desde que esse limite exista.Neste caso, a equagao da reta tangente é dada por
y — f(a) = m(x — a) A reta vertical de equacao x=a se

lim M=+w (ou—-) e lim f(x) f(a)
x—a’ X—a X—a~ —a

=+ (ou —)

Exemplo 2: Para encontrar a equacdo da reta tangente ao gréfico de
f(x)=+/4x—3 no ponto P(3,3) devemos inicialmente observar que o ponto P(3,3)
pertence ao grafico de f. Agora, vamos determinar o coeficiente angular da reta

tangente, utilizando a definigao 1. Dai,

f3+h)-f(3) _ \/4(3+h) \/__I Jah+9-3

m = lim

h—0 h h—>0 h—0 h
(\/4h +9-3)(v4h+9 +3) — lim __4h
h—>0 h(v4h+9 +3) h—>0 h(v/4h+9 +3)
4 4 2

S /ani9+3 6 3
Portanto, a equacgéao da reta tangente a curva f(x)=+/4x—3 no ponto P(3,3) é

dada por: y—f(a)=m(x-a) < y—3=§(x—3) = y=§x+1.

Exemplo 3: Para encontrar o coeficiente angular m da reta tangente a
parabola f(x)=x? num ponto arbitrario P(a,a?) procedemos segundo a definicao

f(x)-f(a) x2—a2_ (x+a)(x—a)

= lim = lim(x+a) =2a ou, se

1. Dai, m= lim

X—a X—a x—>a X—a x—>a X—a X—a

preferir, podemos determinar a inclinacdo da reta tangente da seguinte forma:
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fa+rag—f(@) _ . (a+Ax)?-a? a? +2aAx + (Ax)? —a?

m = lim | lim
Ax—0 AX Ax—0 AX Ax—0 AX
. Ax(2a+ AXx .
= lim L = lim (2a+ Ax) = 2a
AX—0 AX—0

Agora, sabendo-se que o coeficiente angular € m = 2a, podemos encontrar a
equacao da reta tangente a parabola f(x)=x2 no ponto arbitrario P(a,a?) que é
dada por

y—f@)=m(x—a) < y—a®=2a(x-a) < y=2ax—a’.

Em particular, se a=1 entdo m=2.1=2 e a equacao da reta tangente a

parabola f(x) = X% no ponto P(11) é dada por y = 2x —1. Note que, em qualquer
outro ponto desta parabola, a tangente terd um coeficiente angular diferente. Por
exemplo, no ponto (3,9, m=2-3=6 e a equacao da reta tangente & dada por

y=6x-9.

Observacao 3: Vocé deve observar que a reta tangente e seu coeficiente
angular sao objetos diferentes.

Exemplo 4: Para encontrar a equagdo da reta tangente ao grafico de

f()=%x-1 no ponto P(1,0) observamos que
fim 1@ x-10 1
x»1m  X-=1 x>~ X-1 X1 m
e
lim M: lim @z lim ;=+oo

xo1t X-1 xo1t X—1 x—1" 3,/(x—1)2

Dai, de acordo com a definicao 1 (parte ii), podemos concluir que a reta
tangente a curva f(x) = ¥/x—1 no ponto P(1,0) é areta vertical de equacdo x =1. A

figura 9 ilustra a reta tangente ao grafico de f(x) = +/4x—3 no ponto P(10).
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e

Figura 9: Reta tangente vertical ao gréafico de f(x)=%x—1 em P(1,0)

Observacao 4: Lembramos que duas retas t e n sdo paralelas se m; =m, e

sdo perpendiculares, em um dado ponto, se m;-m,=-1 sendom, e m, o0s

coeficientes angulares das retas t e n, respectivamente.

Definigao 2: A reta normal a uma curva num ponto dado é a reta perpendicular a

reta tangente a curva neste ponto. Neste caso, a equacédo da reta normal ao gréfico
de f no ponto P(a f(a)) é dada por y-— f(a)=—i(x—a) , sendo m#0 o
m

coeficiente angular da reta tangente ao gréfico de f no ponto P(a, f(a)).

Exemplo 5: Para encontrar a equagdo da reta normal ao gréafico de

f (x) =+/4x—3 no ponto P(3,3) basta utilizar o resultado do exemplo 2 e a definicao

2.Dai, m= % e a equacao da reta normal é dada por

3 315
—f(B)=-2(x-3) & y=—ox+—
y-1(3) 2(X ) &y SX+

Exemplo 6: Para encontrar a equagao da reta tangente e normal a curva

1

3 no ponto P(4,1) devemos inicialmente calcular o coeficiente angular
X_

f(x) =

m, da reta tangente a essa curva neste ponto. Assim,
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o 1y
m, = lim =T iy TEEM =Ty 4+h-3 ° i h+1
x—4 x—4 h—0 h h—0 h h—0 h
1-(h+1)
_lim_—h+1 oyt
h—0 h h—oh(h+1)

Por outro lado, o coeficiente angular da reta normal m, é dado por

_-t -1

= —=1.

mn
Assim, as equacgoes das retas tangente e normal sao dadas, respectivamente,
por:
y—-1=-1(x-4) < y=—-x+5
e

y-1=1(x-4) < y=x-3

3.2 0 conceito de Derivada

0 limite lim X =f@ _ jj, f@+A)-F@) ;. f@+h)-1()
x—a X—a Ax—0 AX h—0 h

nao é util

apenas para se obter o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f mas

tem outras aplicagbes em uma grande variedade de situagdes. Um nome especial é
dado a este limite. E chamado derivada de f em a e é representada por

f'(a) ou 9 Isto nos conduz & seguinte definico:
X=a

Definicao 1: Seja f uma funcéao definida em a. Entdo, a derivada de f no ponto
a, denotada por f’(a) (lé-se: f linha de a), & dada por

f’(a):“mM: lim f(a+AX)_f(a)="m f(a+h)-f(a) ,
X—a X—a Ax—0 AX h—0 h

desde que este limite exista. Neste caso, dizemos que f é derivavel (ou

diferenciavel) em a.
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Resumo: Com esta definicdo e conforme vimos na se¢éo anterior, temos que
a derivada da fungdao f no ponto x=a representa geometricamente o coeficiente

angular da reta tangente ao grafico de f no ponto P(a, f(a)), isto é,

e - 1

f(x)—f(a) _ lim f(a+Ax)—f(a)=Iim f(a+h)y—f()
a Ax—0 AX h—0 h

desde que este limite exista. Neste caso, as equagdes das retas tangente e normal a
curva y=f(x) no ponto P(a, f(a)) podem ser reescritas, respectivamente, na

forma:

y-f@@="1'(@)x-2a)

e

y—f(a)= —%(x _ a), desdeque f'(a) % 0.

Exemplo 1: Para o caso do exemplo 3, secdo 3.1, o resultado pode ser

expresso da seguinte forma: Se f(x)=x? entdo f'(a)=2a .

Quando a funcdo f possui derivada em todos os pontos de um conjunto

X < R podemos considerar a funcao derivada, conforme a definicao que segue.

Definicdo 2: Seja f: X « R - R uma funcéo que possui derivada em todos os
pontos do conjunto X . A derivada de f é afuncdo f': X c R — R, que associa a

cada xe X aderivada f’(x), dado por

_lim f(x+h)—f(x)
h—0 h

f(x+ Ax) — f(X)
AX

f'(x)= lim
Ax—0

Além disso, dizemos que f é derivavel (ou diferencidvel) se é derivavel em cada

ponto do seu dominio.

Observacao 1: Se y= f(x) podemos utilizar outros simbolos para denotar a

derivada de f , asaber: y' = f'(x) :%: D,y.
X
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Vocé Sabia? Se y= f(x) a notagao % que representa a derivada de f foi criada
X

por Leibniz (1646-1716), um dos invetores da derivada. Para explicar esta notacao,

f(x+ Ax) — f(X)

Leibniz escreveu o quociente A na forma
X
Ay . dy d . Ay
—= do Ay = f(x+Ax)— f(x). Assim, === — f(x) = lim —.
ax =ndo ay= Tl =R - ox T S ax

2

Exemplo 2: Para o célculo da derivada da funcdo f(x)=x“ procedemos

como o exemplo 3, secao 3.1 apenas realizando o calculo na variavel x, conforme

segue:
_ 2 2 2 2 2
f'(x) = lim f(x+h) f(X):"m (x+h) X :"mX +2xh+h X
h—0 h h—0 h h—0
2
= |immz lim (2x + h) = 2x
h—0 h—0

Podemos também escrever: di(xz) =2X
X

Exemplo 3: Para determinar f'(x) se f(x) _1 facamos,
X

1 1 X—(x+h)
£1(x) = lim TEEMZIO) _ iy xth X pjpg XOHN) Ry L L
h—0 h h>0 h h—0 h h>0 hx(x+h)  h-0 x(x+h) x2
Portanto, i(ij 1 .
dx \ x %2

Exemplo 4: Para determinar a derivada da fungdo trigonométrica

f : R —[-11] definida por f(x)=senx, fagamos

— - *)
im f(x+h) f(x): Iimsen(x+h) senx
-0 h h—0 h

f'(x) = r! COSX

Q) Justificado no exemplo 6 da segao 3.6
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Portanto, di(sen X) = cosx|.
X

Exemplo 5: Para determinar a derivada da fungdo trigonométrica
f : R —[-11] definida por f(x)=cosx, fagamos

—senx

f(x+h)—f(x) lim cos(x +h) —cosx *)
: - =

f'(x) = lim
() hl—>0 h—0 h

(*) Justificado na observagao da segdo 2.6

Portanto, di(cosx) = —senx|.
X

Exemplo 6: Para determinar a derivada da fungdo exponencial f : R — (0,+)

definida por f(x) =a* (a>0, a#1),fagamos

_ x+h _ X X oh_ .x
Frx) = lim XM =100 _ a2 —a7 _ ppa-a —a
h—0 h h—0 h h—0 h
Xeah h h_ 1 (»
Cim @D i a0 22 imaim 2 aX(na
h—0 h h—0 h—»0 h-0 h

(*) Utilizamos que r!im a* = a° = 1 e o limite fundamental LF4.
-0

Portanto, %(ax) =a*(Ina)|.

Em particular, se a=e, sendo e o numero irracional neperiano, entao

%(ex):ex(lne):ex

Exemplo 7: A fungdo modular f(x) = |x| néo é derivavel em a=0 ja que
calculando os limites laterais:
_ X| =10 _
lim JO=fO) _ . [x|-]0] _ lim =X = fim (<) = -1
x—0~ X— x—0~ X x—0~ X x—0~

e

lim =) _ i, [x[-lof _ lim 2 = lim 1=1

x—0" X— x—0" X x—0t X x—0"
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temos que lim TX=-1©) # lim M Dai, IimM nao existe e,

x—0~ X—= x—0" X—= x>0 X—
portanto f(x) =|x| nao é derivavel em a=0. Note que f(x) =|x| nao admite reta

tangente em (0,0).

Figura 1: Gréfico de f(x)=| x|

Este exemplo nos motiva a seguinte definigcao:

Definigao 3: Seja f uma funcao definida em a. Entdo, a derivada & direita de

f em a, denotada por f/(a), € dada por

f/(a)= lim f00-1@) _ iy M,
x—a’ X—a h—0" h

caso este limite exista a derivada a esquerda de f em a, denotada por f'(a), é

f()-f(@) _ lim f(a+h)—f(a)
X

—a h—0~

dada por f’(a) = lim , caso este limite exista.

X—a

Observacao 2: Uma funcéo é derivavel (ou diferenciavel) em a, quando as
derivadas laterais (derivada a direita e a esquerda) existem e sdo iguais no ponto a,
e neste caso, seu valor é o valor comum das derivadas laterais, isto &,
f'@)=f(a)="f;(a) .

Observagéo 3: De forma anéloga ao que foi visto para fungdes continuas,
podemos definir funcao derivavel nos seguintes intervalos:

(a,b), [a,b], [a,b), (a,b], (—oo,+0), [a,+x), (a,+x), (—oo,b], (—oo,b).
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2
Exemplo 8: Para verificar que a funcgéo f(x):{ X"+l se x<0 45 ¢

~1-x?> se x>0
derivavel em a=0 devemos calcular as derivadas laterais em a=0. Vejamos:

_ 2 4 2
£70) = tim 2 =TO) _ iy X2#1=1 i X0 im x =0
X—0" X—= X—0~ X x—0~ X X—0~
e
t/0)= fim ~O=TO) _py =1=xT=1 y =X7=2
x—0* x-0 x—0t X x—0* X

Como a derivada lateral a direita ndo existe, temos que f nao é derivavel em a=0.
Note que, neste exemplo, f também é descontinuaem a=0.

Figura 2: Gréfico de f

_y2 <
Exemplo 9: Para verificar que a fungdo g(x)=1 ILZX se x=<1 150 &
X se x>1

derivavel em a=1 devemos calcular as derivadas laterais em a=1. Vejamos:

2
g’ (@ = tim 83X =9@ _ o =X rax=1 e —OEDT k=0
x—1" X— x—1" x=1 x>~ X— x—1"
e
1
g’ (D)= lim 909-9@ _ i X~ im =2 im 22D i (_Ej -1
x—-1t - xort X=1 ot X(X=1) o1 X(X=1)  xorft\ X
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Como as derivadas laterais existem, mas sao diferentes, entdo nao existe g'(2).
Dai, g nao é derivavel em a=1. Note que, neste exemplo, g é continuaem a=1.

»

Y

(1,1)

Figura 3: Gréfico de ¢

Observagéo 4: Nos exemplos 7 e 9 vimos que as funcdes f e g, definidas

por

2
f(x)=|x| o g(x):{_x_jzx se xsll
X se x>1
nao sao derivaveis em a=0. Porém, essas funcbes sdo continuas neste
ponto. Isto mostra que uma funcdo pode ser continua em um ponto sem ser
derivavel neste ponto. Portanto, uma funcao ser continua em um ponto nao implica
ser derivavel neste ponto. A reciproca, entretanto, é verdadeira conforme o

resultado a seguir:

Teorema 1: Se f for derivavel em a entdo f seré continuaem a.

Demonstracao: Se f é derivavel em a entdo f'(a) existe, isto &,

f'(a) = lim f)-1(@)
a

X—a X—

€ um numero real e, portanto, f(a) também existe. Como

lim[f(x) - f(a)]= Iim%;(a)-(x—a) = Iim%;(a)- lim(x—a) = f'(a)-0=0, se x=a,

Entao lim f(x) = lim[f(x) - f(a) + f (a)] = lim[f (x) - f(a)]+lim f(a) =0+ f(a) = f(a),
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ou seja, f écontinuaem a.

Forma Equivalente do Teorema 1: Se f ¢é descontinua em a entdo f nao é

derivavel em a.

Exemplo 10: Outra forma de mostrarmos que a funcédo

2
Xx“+1 se x<0
f(x)= )
-1-x se x>0

nao é derivavel em a=0 é utilizar a Forma Equivalente do Teorema 1. Para
isso, basta mostrar que esta fungao é descontinua em a=0. De fato, nao existe
lim f(x) jaque lim f(x) = lim f(x) pois,
x—0

Xx—0" Xx—0

lim f(x)= lim (2+)=1 e lim f(x)= lim (-<1-x?) =-1.
x—0" x—0" x—0" x—0"

Observacao 5: A existéncia da derivada em um ponto implica a existéncia de

uma reta tangente neste ponto. Porém, uma funcao pode néo ter derivada em um
ponto e admitir reta tangente neste ponto. Conforme vimos no exemplo 4, secédo
3.1, a fungao f(x)=%x-1 nado é derivavel em a=1 mas admite uma tangente

vertical no ponto P(1,0).

e

Figura 4: Reta tangente ao grafico de f(x)=%x -1 em P(1,0)

Resumo: Uma fungdo f pode deixar de ser derivdvel em um nimero a por

uma das seguintes razoes:
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e quando afungado f for descontinuaem a ;

e quando afungado f for continuaem a e o grafico de f tem uma reta tangente
vertical no ponto (a, f(a));

e quando afungado f for continuaem a e o grafico de f néo tem uma reta
tangente no ponto x=a.

3.3 Técnicas de Derivagao

O calculo de derivada utilizando a definicao é bastante demorado e trabalhoso
para a maioria das fungbes. Agora vamos desenvolver algumas regras formais que
nos capacitaremos a derivar de forma mais rapida e eficiente a derivada de uma
funcado. O processo utilizado para encontrar a derivada de uma funcao chama-se
derivacédo ou diiferenciacéo.

Regras de Derivacao:

Derivada de uma constante: Se ¢ ¢ uma constante e f(x)=c para todo x, entdo
f'(x) = 0, ou equivalentemente, dic=0 Em palavras, "a derivada de uma
X

constante é igual a zero".

Para provar essa regra seguimos a definicao de derivada e que f(x)=c para

fOx+N-T) _ 1 €=C_ imozo
h

todo x. Dai, f'(x) = lim
h—0 h—0 h h—0

Derivada de uma poténcia: Se n é um inteiro positivo e f(x)=x", entdo

— . d _ . ,

f'(x) = nx", ou equivalentemente, d—xn = nx"1. Em palavras, "a derivada de x" é
X

obtida baixando o expoente n e tomando-o como um coeficiente de uma nova

poténcia de x cujo expoente obtemos subtraindo 1 de n".

Para provar essa regra seguimos a definicado de derivada e usamos a Férmula
do Bindmio de Newton que diz: Se n é um inteiro positivo entao

(@+b)" =a" + na"p + MY gnzpz  NO=DO=2) jnsps 4 papntpn,
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Dai,

n_ . n
f/(x) = lim X" = X7
h—0 h

- rI]irrg)%[x” +nx"th 4+ @x”‘zh2 n wx”*”@ +A +nxh" L yp" —x”}
%

= lim E{ ax1h 4 M= n2pe  NO=D=2) nsps L nxh"‘l+h”}
h—0 h 2 6

= r!irrg)[ X"+ _n(nz—l) xT2h 4 MOZDO=2) ynsp2 42, h”‘l}
-

=nx"?

Observagéo 1: Essa regra pode ser generalizada para poténcias reais, isto &,

se aeRe f(x)=x* entdo f'(x)=ax*?

Exemplo 1: Vejamos alguns casos particulares desta regra:
fX)=x= f'(x)=1

f(x)=x? = f'(x) =2x
(provada também por definicdo na seg¢éo anterior)
f(x)=x> = f'(x)=5x*

f(x):%:x‘l = f’(x):—x—2=—xi2

(provada também por definicdo na seg¢ao anterior)

F(x) =X = X2 = f’(x):%x_%=$

Exemplo 2: Para encontrar a equacdo da reta tangente ao gréfico de
f(x)=x> no ponto (3,9) lembramos que a derivada no ponto a, dada por
f'(a) =2a, fornece o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto
(a, f(a)). Neste caso, considerando que a=3, f(a)=9 e f'(a)=6 temos que a

equacao da tangente é dada por

y—-f@=f(@(x-a = y-9=6(x-3) = y=6x-9.
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Exemplo 3: Para encontrar a equagdo da reta normal n ao grafico de
f(x) =v/x que seja paralela a reta r de equacdo x+y=4 observamos inicialmente
que o coeficiente angular da reta normal, m,, é igual a —1, jd que as retas r e n
sdo paralelas e m, =—1. Note que, neste exemplo, temos o coeficiente angular da
reta normal ao grafico de f, mas ndo temos o ponto do grafico por onde ela

passa. Para determinar este ponto, sendo

m, = f/(a) = ——

2y/a

o coeficiente angular da reta tangente t ao grafico de f no ponto
(a,f(a)) e m-m,=-1 (j& que as retas t e n sdo perpendiculares), temos que
1
m.

(-1) =-1. Assim,

a=1 e fa)=.|%=21.Dai, (E,EJ
4 4 2 4 2

€ o ponto do gréfico de f em que a reta normal devera passar. Portanto, a

equacao da reta normal n é dada por

y—-f(@=m,(x-a) = y—%:—l(x——) = y=—X+—.

1\11 t
4

Figura 1: Reta tangente ao gréfico de f(x) =Jx em (l,lj
4 2
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Derivada do produto de uma constante por uma fungdo: Sejam f uma

funcao derivavel e ¢ uma constante.
Se y=cf(x) entdio y'(x) = cf'(x), ou equivalentemente, di[cf(x)]= cdi[f(x)].
X X

Em palavras, "a derivada de uma constante por uma funcdo é a constante pela
derivada da funcao".

Para provar essa regra usaremos a definicao de derivada. De fato,

y(x+h)—-y(x) _ lim cf (x+h) —cf(x) _

T . f(x+h) — f(x)
y(x) = .!'L% h h—0 h m){ h }
_ clim TEN = TO) gy
h—0

Exemplo 4: Vejamos alguns exemplos:

i fe= 2x° = f'(x) =10x*
(i) f(x)=3senx = f'(x) =3cosx (veja exemplo 4, segéo 3.2)

X
(iiiy f(x) = 47 = f'(x)= %-4)( -In4 =4*In2 (veja exemplo 6, segao 3.2)

Derivada de uma soma: Sejam f e g fungdes derivaveis. Se y=f(x)+g(x),

entao , ou equivalentemente, di[f(x)+g(x)]=di[f(x)]+di[g(x)]. Em palavras, "a
X X X

derivada da soma é a soma das derivadas".

Para provar essa regra usaremos a definicdo de derivada. De fato,

(9 = lim y(X+h;—y(x) :r!i_%[f(x+h)+g(x+2)]—[f(x)+g(x)]
i LFOE) = F00]+ [90+h) = 9(0] _ i FOx+m) = £() - gx+h) - g(x)
h—0 h h—0 h h—0 h
=f'(x)+9'(x)
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Observacao 2: Esta regra se aplica para um nimero finito de fungdes, isto &,

o resultado pode ser aplicado diversas vezes e assim a derivada da soma de um
numero finito de fungdes é igual a soma de suas derivadas, se estas existirem.

Exemplo 5: Vejamos alguns exemplos:

(i) F(X)=3x>+6x3+2x> +7x+9 = f'(x) =15x* +18x% +4x+7

1

3¥x?

(i) f(x)=2e"+¥x = f'(x)=2e*+

Exemplo 6: Para achar o ponto da parabola f(x) =ax®+bx+c, a=0, no qual

a tangente é horizontal lembramos que retas horizontais tém coeficiente angular
igual a zero. Desta forma, como f'(x) = 2ax+b devemos ter f'(x) = 2ax+b =0, ou

seja, x= —23. Note que este resultado esta de acordo com o que foi visto no
a

Ensino Médio que é denominado de abscissa do vértice da parabola e denotado

por x, = —2%1. Como

b \? b ab? b2
o= t=al - | o Jre= T 5 v

2a 2a
_b®-2b®+4ac  b®-dac A
4a 4a 4a

o ponto da paradbola no qual a tangente é horizontal é o vertice V(x,,y,) da

parabola de coordenadas (—;,—Aj.

Exemplo 7: Considere a pardbola f(x)=2x>-1 e o ponto A(413) nio

pertencente a parabola. Para encontrar uma equagédo de cada uma das retas que
passa pelo ponto A, que sejam tangentes a pardbola vamos inicialmente encontrar
a equacao da reta tangente ao grafico de f em um ponto arbitrario (a, f(a)).

Sabemos que a equacdo desta reta é dada por y—f(a)=f'(a)(x—a), e como

f(a)=2a’-1e f'(a) =4a, temos

y—(2a®-1) =4a(x—a) = y =4ax—2a’-1
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isto &, y = 4ax—2a® —1 é a equacéo da reta tangente ao grafico de f(X) = 2x% -1

em um ponto arbitrario (a, f(a)).

Agora, procuramos uma reta que seja tangente ao grafico de f no ponto
(a, f(a)) e que passe pelo ponto A(4,13). Dai, o ponto A(4,13) devera satisfazer a
equacéo da reta tangente, ou seja, 13=4a-4—2a? —1. Simplificando esta equagao

obtemos a® —8a+7=0 cujas raizes sdo a=1 ou a=7. Portanto,

e se a=1 aequacio da reta tangente ao grafico de f que passa pelo ponto do
gréfico Py(1 f (1)) e pelo ponto A(4,13), ndo pertencente ao gréfico, é dada por

y=4ax—2a’-1= y=4x-2.12-1= y =4x-3.

e se a=7 aequagio da reta tangente ao grafico de f que passa pelo ponto do
gréfico P, (7, f(7)) e pelo ponto A(4,13), é dada por

y=4ax—2a’-1= y=4.7-x-2-7> -1 = y =28x-99
A figura 2 apresenta um esboco da parabola com as equagdes de cada uma

das retas tangentes a parabola, passando pelo ponto A(4,13).

P,

P,

/ .
Figura 2: Retas tangentes ao grafico de f(x) = 2x% ~1 que passa pelo ponto A(4,13)
Observacao 3: Veremos a seguir que a regra do produto nédo é o produto

das derivadas. De fato, para se convencer deste fato considere as funcbes f e g

dadas por f(x)=3x+2 e g(x)=4x+1. Entdo

f(x)-9(x) = (3x+2) (4x+1) =12x2 +11x+2 e dai [f(x)- g(x)] = 24x+11. Por outro
lado, f'(xX)=3 e g'(xX)=4 e, desta forma, f'(x)-g'(x)=12. Portanto,

[F00-900] = F(0-9'(9).
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Derivada do produto: Sejam f e g funcées derivaveis. Se y= f(x)-g(x), entdo
y'(x) = '(x)-g(x)+F(x)-g'(x) , ou equivalentemente,
d d d
S [F09-909]= - [F00]- 900 + 109~ [9(].

Em palavras, "a derivada do produto é a derivada da primeira pela segunda, mais a
primeira, pela derivada da segunda".

Para provar essa regra usaremos a definicao de derivada. De fato,

y(x+h)—=y(x) . [f(x+h)-gx+h)]-[f(x)-g(x)]

Y0 = g P < :

_lim f(x+h)-g(x+h)y—f(x+h)-g(x)+ f(x+h)-g(x)— f(x)-g(x)
h—0 h

_im LFGEM = (0] 900 + F(x+h)-[g(x+h) -g(x)]
h—0 h

i LX) = F(X) . _g(x+h)—g(x)

_r!l—rg—h g(x)+r!|_r>r(1)f(x+h) I —

= lim w limg(x) + lim f(x+h)-lim 90+ =909
h—0 h h—0 h—0 h—0 h

()
= £'(x)-90() + £(x)-9'(x)

(*) Utilizamos o fato que, sendo f derivavel, entdo f ¢é continua. Dai,

lim f (x-+h) = f[m(xm)j: f(x).

Exemplo 8: Vejamos alguns exemplos:

f(x) =(Bx+2)(4x+D) = f'(X) =(Bx+2)'(4x+D + (3x+2)(4x+1)’
=3(@4x+D)+(3x+2)4 =24x+11

f(x)= (2x3 +1) (3x2 +X) = f'(x) = 6x2 (3x2 +X) + (2x3 +1)(6x+1)

=30x*+8x% + 6x+1

f(x) =2senx = £'(x) = (2¥In2)sen x + 2" cosx = 2* [(In2)sen x + cosx |
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Observacao 4: Do mesmo modo que a derivada do produto néo é igual ao

produto das derivadas, a derivada do quociente nao é igual ao quociente das
derivadas.

Derivada do quociente: Sejam f e g funcées derivaveis. Se

f(x -, f'(x) - - f(x)-g’
:_géx;’ com g(x)#0, entdo y'(x) = (9 g([><g)(x)]2(x) 9™,
d d
—[F ] 900 - F(9) - [9(0)]
ou, equivalentemente, i[f(x)} _ dx dx .
dx| g(x) [9(x)]?

Em palavras, "a derivada do quociente é o quociente entre a derivada da primeira
pela segunda, menos a primeira, pela derivada da segunda e o quadrado da
segunda".

Para provar essa regra usaremos a definicao de derivada. De fato,

f(x+h) f(x

y'(X) — ||m y(X+h)_y(X) — I|m g(X+h) g(X) — I|m 1 f(X+h)g(X)_ f(X)g(X+h)
h—0 h h—0 h h—0h g(x)g(x+h)
_ im L] SO () - F()g(x) + F(x)g(x) ~ F(X)g(x + h)
h—0h g(x)g(x+h)
f(x+h)-— f(x).g(x)— F(x)- g(x+h)—g(x)
— lim h h
h—0 g(x)g(x+h)
lim w lim g(x) = lim f(x)- lim w
h—0 h h—0 h—0 h—0 h

r!i_njog(x)'r!i_% g(x+h)
(;) f'(x)-g(x) - f(x)-9'(x)
[9(0]?

(*) Utilizamos o fato que, sendo g derivavel, entdo g é continua. Dai,

limg(x+h)= g( lim(x + h)): g(x)
h—0 h—0
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Exemplo 9: Vejamos alguns exemplos:

1_ . 0x-11 1
f)=== f()=""y"=-"
X X X

, . . . ~ 1
Note que, neste caso, é mais conveniente considerar a fungdo f(x)===x"
X

e derivar utilizando a regra da poténcia.

2+x—x? , 24 X=X2) - (x=D% - (2+x-x%)- x> - 2x +1

(-2 iy R ) )
_(1-2%)-(x=1)? - (2+x-x%)-(2x-2)

(x-0*

1-2%)-(x=1) - (2+Xx—x?)-2
(x-1*
_(1-2x)-(x=)-(2+x-x%)-2
(x-1°

= (x-1

_ X-5
(x-1)°

X
Exemplo 10: Para derivar a fungao f(x)=M devemos utilizar as
sen x

regras do quociente e do produto. Vejamos:

(ex (5x +3)), senx—e* (5x+3)(senx)’
(senx)?
B (ex(5x+3) +5ex)sen x—e*(5x+3) cosx
- (senx)?
e*[(5x +8)sen x — (5x + 3) cosx]
sen? x

f'0 =

Exemplo 11 (Derivadas das funcoes trigonométricas): Vejamos as
derivadas das outras funcoes trigonométricas:

e Se y =tgx entdo, usando o fato de que tgx = X

e aregra do quociente,

0SX
temos
, _ COSXCOSX—senXx(—senx) cos® x+sen? x 1 sec2 x
(cosx)? cos” x cos” X
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Portanto, (tgx) =sec?x

~ COSX .
e Se y =cotgx entdo, usando o fato de que cotgx = e a regra do quociente,
sen x

obtemos

(cotgx)' = — cossec? X

e Se Yy =5SecX entao, usando o fato de que secx = e aregra do quociente,

COSX
obtemos
, 0-cosx—1-(—senx) senx 1 senx
= > = > = . =Ssecx tgx
(cosx) COS“ X COSX COSX
Portanto, (secx)’ =secx tgx
e Se Y =CO0SSECX entdo, usando o fato de que coSSecx = e aregrado

sen X
quociente, obtemos

(cossecx)’ = —cossecx cotgx
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Teste o0 seu conhecimento

1. Ache os pontos da curva y = 4x3 +6x% —24x+10 nos quais a tangente é horizontal.

2. Encontre a equacao da reta tangente a curva f(x)=2x2 +3 que seja paralela a reta
8x—-y+3=0.

3. Ache uma equacao de cada reta tangente a curva y = x> —3x que é perpendicular a reta
2x+18y—-9=0.

4. Dé exemplo (por meio de um grafico) de uma funcao f , definida e derivavel em IR tal que
f’'(1) =0. 0 que este valor significa?

5. Dé exemplo (por meio de um grafico) de uma fungdo f , definida e derivavel em IR tal que
f'(x) >0, para todo x. O que este valor significa?

2x+1 se x<1 , ; s, .,
6. Mostre que g(x)= é continua em X =1, mas nao é derivavel neste
-X+4 se x>1

ponto. Esboce o grafico de g .
1. Achar os valores de a e b tais que f seja derivavel no ponto x=1, sendo

3
X +ax se x<1
f(x)= ’
bx se x>1

2x-1 >1
8. Seja f(x)={ ))((2 zz :<1.Verifique se:

a) f éderivivelem X =1.

b) f écontinuaem X=1.

~-1-x%? se x<0

) . Verifique se f ¢é derivavel em x=0. Determine a
X“+1 se x>0

9. Seja f(x)={

funcao derivada f' e seu dominio.

10.Mostre, usando a definicao de derivada, que:

a) % (x3 ): 3x2
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d -1
b) &( 3—x)=2 o

11.Derive as fungoes dadas:

a) f(x)=e*cosx+e*secx

b) f(X) =senxcosx-+tgx

tgx
f(x)= — 9%
o 19 1+ (x+Dtgx

eX _a X eX +e—X
12.Sabendo que senhx = (seno hiperbolico de x) e coshx =

(cosseno
hiperbdlico de x), mostre que:

a) %(senh x) = cosh x.

d
b) — hx) = senhx.
) dX(cos x) = senhx

13.Derive cada uma das seguintes funcdes de duas maneiras: derivando antes de multiplicar e
multiplicando antes de derivar e verifique que as respostas coincidem:

a) f(x)=3x*(x%+2x)

b) g(x) = (x+1(x? —2x—3)

14.Derive as fungoes abaixo e as simplifique o tanto quanto for possivel

X+X_:L

1

a) f(x)= -
X —X
2
b) f(x)=X2+2X+1
X —-2x+1
2
o) F(x) = —

x3 +2

15.Ache % de duas maneiras distintas: dividindo e derivando (sem usar a regra do quociente)
X

e depois usando a regra do quociente. Verifique que as respostas coincidem.
a y= X i
X2
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16.Estenda a regra do produto para trés fungées mostrando que:

d du dv dw
—U-v-w=—-V-W+U-—-W+U-V-—
dx dx dx dx

17.Derive as funcoes:
a) f(x)=x3-2%-tgx

b) g(x) =+/x -senx-e*
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Vimos que, para derivar a funcdo y = (2x+1)® podemos expandir o binémio e

obter a funcao polinomial y = 8x° +12x? +6x+1 cuja derivada é y' = 24x? +24X+6.

Por outro lado, se a poténcia fosse maior, como por exemplo, y=(2x+1)103’7 , 0

procedimento usado acima é inviavel. Neste caso, podemos observar que a fungéao

y=02x+1) & uma funcdo composta. De fato, se tomarmos f(x)=x%" e

g(x)=2x+1 entdo podemos escrever y=(fog)(x)="f(g(x)). O resultado que

enunciaremos a seguir € uma das mais importantes regras de derivagao,
denominada Regra da Cadeia, que nos possibilitara derivar uma fungdo composta.

Derivada da funcédo composta — Regra da Cadeia: Sejam f e g fungées tais
qgue se pode considerar a funcdo composta f og. Se g é derivdvelem x e f é
derivavel em g(x) entao (f og)'(x)=f'(g(x))-g'(x).

Utilizando a notacao de Leibniz podemos reescrever a Regra da Cadeia da seguinte

forma:
Fazendo u = g(x) temos que y= f(u) e assim

g'(x)=%, Fu= 0= e (fogy®=2. Dai,
X du dx

. - dy _dy du
(fog)(x) = F'(()-9'() & — ==

Em palavras, a derivada da composta f og, tal que (f og)(x) = f(g(x)) é a derivada

da funcao externa f calculada na fungédo interna g vezes a derivada da fungao

interna @.
S aotes § 4B59)| 1 a8 )1 4 BE
x| 142048 V2Pl p) | "1 udas Va8 s) 14 8XH 43
funcdo exerna calculada na derivada da calculada na derivada da
funcdo interna funcdo externa funcdo interna funcéo interna

A prova da Regra da Cadeia é um pouco mais técnica em relacdo as regras
anteriores e por isso sera omitida.
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Observacdo 5: Cuidado com as notagées f'(g(x)) e [f(g(x)] = %[f (9(x)].

A notacao f'(g(x)) é o valor que a derivada de f assume calculada em g(x)

, enquanto [f(g(x)] = %[f (9())] = F(9(x))-g'(x) -

Exemplo 12: Para derivar y=(2x+1)° tomamos f(x)=x> e g(x)=2x+1.
Dai, podemos escrever y=(fog)(X)=Tf(g(x)). Como f'(x)=3x*> e g'(x)=2
temos, pela regra da cadeia, que
Y =(f0g)(9) = F'(9(9)-9'() =3[9 -2 = 3(2x+1)? -2 = 6(2x+1)°
Note que o resultado esta de acordo com a conclusdo realizada na

observacgao 4 pois Y = 6(2x+1)? = 24x? + 24x+6 .

Outra forma de derivar y = (2x+1)3 é utilizar a regra da cadeia na notacao de

Leibniz. Desta forma, chamando u = g(x) =2x+1, temos y = u®. Portanto,

dy _dy du_d
dx du dx du

(u3)-di(2x+1) =3u?.2= 6(2x+1)2.
X

Exemplo 13: Para derivar y = (2x+1)!%’ procedemos de maneira analoga ao
exemplo 12 fazendo f(x)=x%" e g(x)=2x+1.Dai, y = (f 0g)(x) = f(g(x)). Como

f'(x) =1037x1%® e g'(x) =2 temos, pela regra da cadeia, que

y' = (f0g)(x) = £(g(X))- g'(x) = 1037(2x +1)19%° .2 = 2074 (2x + 1)1

Exemplo 14: Para derivar y=sen(%—xj podemos também proceder da

seguinte forma: Escrevemos u = g(x):%—x e y= f(u)=senu. Dai, utilizando a
regra da cadeia, temos

dy _dy du

= = (cosu)- (-1 = —co{z— xj = —(cosE cosx + sen Zsen x) = —Senx.
dx du dx 2 2 2
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Vi Vi Vi
Como y= SEI’I(E—XJ = senEcosx—sen XCOSE =cosx, acabamos de mostrar

que (cosx)' =-—senx.
Consequéncias da Regra da Cadeia:

Se o € um numero real qualquer e g € uma fungao derivavel entao

y=[g(0)]* = y'=a[g(®)]* ™" g'(x).

Alternativamente, se u =g(x), entdo |[(U%) = au®™*-u’

A justificativa deste resultado ¢é imediata. De fato, se tomarmos
f(x)=x% e u=g(x) entdo podemos escrever y=(fog)(x)=f(g(x)). Como

f'(x) = x* ! entao, pela regra da cadeia, segue que

y' = (fog)()=f"(g(x) g'(x) = a[g()]“g'(x) .

Essa consequéncia é util para calcular a derivada da poténcia de uma funcgao.
Na préatica, podemos omitir a substituicdo u =g(x), conforme o exemplo 16.

Exemplo 15: Para derivar y = (2x+1)!%" podemos proceder alternativamente

utilizando a consequéncia 1 da regra da cadeia com u=g(x) =2x+1 e a =1037.
Dai,
y' =al[g()]“" - g'(x) =1037(2x + 1)'%" -di(zx +1)
X

=1037(2x +1)'%%* .2 = 2074 (2x +1)'%%

Exemplo 16: Para derivar y = ¥3x? +6x+1 escrevemos y =(3x2 +6x+1)y3 e
usamos a consequéncia 1 com « =% e g(x) = 3x? +6x+1. Dai,

y =alg()] " g'(x) = %(3X2 +6x+1) - (6x+6)
2(x+1)

2
= 2(x+1)3x2 +6x+1) 3 = .
3/(3x% + 6x +1)°

Algumas vezes, para derivar determinadas fungdes podemos ter a disposicao
mais de um método de derivagdo, como veremos no exemplo 17.
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3

Exemplo 17: Para derivar y = — 2>
P Y (X2 -7x+2)*

, podemos optar pelos seguintes

métodos de derivagao:

Método 1: Aplicar a regra do quociente e depois a regra da cadeia.

Q) (2 —7x+2)" -3 [x? —7x+ 2)*]
= (x2 =7x+2)"
_0-3-4-(x*=7x+2)>-(2x-7)

- (x?2 —7x+2)®

| —12(2x-7)

(2 -7x+2)°

Meétodo 2: Aplicar a regra da derivada de uma constante por uma funcéo e
depois a regra da cadeia.

Inicialmente escrevemos

3 2 -4
-2 _3(x®-Tx+2) .
Y (X2 —7x+2)* ( )
Dai,
4 _ -12(2x-7)
"= 32 —Tx+2)| = —12|(x%-Tx+2) P 2x-7) = =2 T
y [( ) ] [( ) ]( ) @ _7x12)°

Agora, retornamos nas consequéncias da regra da cadeia:

Se g é uma fungao derivavel, entdo y = sen[g(x)] = y'= cos[g(¥)]- g'(x).

Alternativamente, se u =g(x), entao ‘(sen u)'= (cosu)-u’

Exemplo 18: Para derivar y=sen\/; podemos proceder diretamente pela

consequéncia2 da regra da cadeia sendo g(x) = Jx e g'(x) =i. Dai,

24X
,_ . ! = _1
y'= cos[g(x)]- g'(x) T cosv/X .
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Similarmente, supondo u =g(x) uma funcdo derivavel, podemos deduzir

outras consequéncias da regra da cadeia, a saber:
1) Yy =cosu = y'=(-senu)-u’
g Y=tgu = y'= (sec®u)-u’
3) Y =secu = y'= (secu- tgu)-u’
4) Y=cotgu = y'= (—cossec? u)-u’
5) Y = cossecu = y'= (—cossecu- cotgu) -u’

6) y=a" (a>0, azl) = y'=(a"-Ina)-u’

7 y=e' = y=(")V

Observacao 6: Em todas as consequéncias da regra da cadeia mencionadas
acima aparecem um fator multiplicativo u’ no final da regra de derivacao. Além
disso, quando u=g(x)=x as regras de derivacdo se simplificam obtendo as

derivadas das fungdes elementares vistas anteriormente. Assim, as consequéncias
da regra da cadeia nos fornecem uma generalizagdo das derivadas das funcgodes
elementares.

Observacao 7: Outras consequéncias da regra da cadeia, semelhantes as

vistas anteriormente, serdo apresentadas em uma Tabela Geral de Derivadas que
veremos posteriormente.

A regra da cadeia pode ser usada repetidamente, como veremos no exemplo
19 e exemplo 20 que seguem.

Exemplo 19: Para derivar y = ecV% tilizamos os seguintes passos:

e Facamos u=co0s+/X e utilizamos a consequéncia 9 da regra da cadeia para derivar
y =e", emrelagdo a x.Dai, y'=e"-u’ = geosVx -(cosv/x)'.

e Facamos, agora, v=+/x e utilizamos a consequéncia 3 da regra da cadeia para

. - . 1
derivar COSV, em relacdo a x. Assim, (cosv)’ = (—senv)Vv' = (—sen \/;)~—.

2x
Unindo os dois passos de derivagao obtemos:

1 B senv/x - goosVx
Jx 2Jx '

y’ —el.y = ecosﬁ _(COS\/;)! _ ecos& -(—sen\/;)- 5
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Observacao 8: No caso do exemplo 19 fizemos duas substituigdes, a saber,

u=cosv¥x e v=+/x. Com um pouco de pratica, podemos dispensar as
substituicoes indicadas, tendo presente na memoria, porém sem escrevé-las, e
proceder, de forma direta, o processo de derivagdo. Desta forma, para derivar

y = ecosﬁ procedemos da seguinte forma:
Y= i[ews&} = % (cosyx)' = %X . (Cseny/x) 1o = - seny/x eV
o 2Jx 2.x

Exemplo 20: Para derivar y =tg°x® vamos utilizar as consequéncias 1 e 4

mantendo as devidas substituicbes na memoéria, sem escrevé-las, isto é,
y = fo5] = 19> = 519 5%)* - (%) = 5.(t92%)* - (sec? x%)- (Y

=5 (tg x°)* - (sec?® x3)-3x% =15 x? -tg* x> - sec? x°

3.4 Derivacao Implicita

As funcOes dadas até agora foram descritas expressando-se uma variavel
explicitamente em termos de outra como, por exemplo,

y=vx2+x+1 ou y=x3cosx ou y=f(x)

que expressa Yy em termos da variadvel x, denominada forma explicita de uma

fungdo. Vimos também regras para derivar funcoes definidas nesta forma.
Entretanto, muitas funcoées nao sao expressas na forma explicita e sim através de
uma equacao que envolve as varidveis X e Y, tais como

x>+y2-16=0 ou x3+y3=6xy ou f(xy)=0.

Nesse caso, a variavel y é definida implicitamente como funcéo de x. Em
geral, se uma funcao for dada sob a forma y= f(x), entdo, dizemos que f estd na
forma explicita. Porém, se uma fungdo f for expressa por uma equacao da forma
F(x,y) =0 dizemos que estd na forma implicita ou que a fungédo y= f(x) € definida
implicitamente pela equacdo F(x,y)=0. Neste caso, substituindo y por f(x) tem-

se uma identidade.
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Exemplo 1: A equacdo x?+y?>=16 define implicitamente a funcao
f(x)=—V16 - x? pois substituindo y=-+16- x> na equacao x% +y? =16,
obtemos a identidade

2
x2+[—\/16—x2} =x?+16 - x* =16.

Neste caso é possivel resolver a equagao X% + y2 =16 isolando y como uma (ou

até mais de uma) funcdo explicita de x. Por exemplo, podemos resolver esta
equacao escrevendo y=v16—-x> ou y=-v16-x?> que sdo duas fungodes

explicitas de x que satisfazem a equacao dada. Assim, se y:\/lG—x2 temos, pela

A . dy 1 X
consequéncia 1 da regra da cadeia, —=—F—-(-2X) =————— ou,
dx 216 - x2 V16 — x2
equivalentemente, ﬂ = —i.
dx y

Note que, se escolhemos a fungao y=-v16 - x? (forma explicita) temos que

1
dy =———(-2X) = - X ou, equivalentemente, dy - X,

dx 216 x2 V16 -x2 dx y

Devemos observar que existem varias outras fungdes na forma explicita que

satisfazem também a equacéao X2 + y2 =16, por exemplo, a funcédo h, definida por

16-x2 se —-4<x<0

h(x) = .
—J16-x2 se 0<x<4
. L dy X
e sua derivada também é dada por poialiev sendo y = h(x).
X y

No entanto, nem sempre é facil encontrar, quando existir, a forma explicita de
uma funcao definida implicitamente por uma equacgéao. Por exemplo, se fosse para

explicitar y como uma funcdo de x em x3 + y3 =18xy, a tarefa seria bem
complicada. Com o uso do software GeoGebra podemos tracar a curva descrita por

esta equacao x> +y3 =18xy. Esta curva é denominada Félio de Descartes, veja

figura 1.
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12

Figura 1: Gréfico da curva x> + y3 =18xy

Observe no gréfico da curva x3 +y3 = 18xy que existem funcées y= f(x) que

satisfazem a equacao dada.

Assim, para o célculo de derivadas de funcdes implicitas vamos utilizar um
método conhecido como derivagdo implicita que descrevemos a seguir:

Método de derivagao implicita: Dada uma equagédo F(x,y)=0 na qual se

L - o d
estabelece y implicitamente como funcao derivavel de x, calcula-se y’:d—y do
X

seguinte modo:

Passo 1: Derive ambos os membros da equacdo em relagdo a x. Tenha em
mente que Yy é encarado como uma funcdo de x e, portanto, ao derivar, vocé
devera utilizar as regras de derivacdo (regra da soma, produto, quociente, regra da
cadeia, etc.).

Passo 2: O resultado do passo 1 serd uma equacdo nas varidveis X, y ey'.

d -
Escreva todos os termos que envolvem y’=—y no 1° membro desta equagéao e os

outros termos no 2° membro.

Passo 3: Coloque y’=% em evidéncia e explicite y’=% em funcaode x ey.
X X

Vimos no exemplo 1 que ao passarmos da forma implicita para a forma
explicita podemos calcular a derivada. Vamos mostrar no exemplo 2 que, utilizando
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o método de derivacao implicita descrito acima, podemos também calcular y':%
X

sem necessidades de passar para a representacao explicita.

Exemplo 2: Considere a equacdo x?+y2 =16. Vamos calcular, por

dy

derivacao implicita, y’:d— admitindo que y define implicitamente uma funcgéao
X

derivavel de x. Seguindo os passos do método descrito acima, temos:
dr.. .21 4d dp2], dJ 2 dy
— X+ =—|16 —[x° [+ — =0= 2x+2y-—=0
dx[ y ] dx[ ]:) dx[ ] dx[y ] - y dx

d dy 2X X
= 2y-d—i=—2X:>&=—E_ y

que corresponde a derivada de cada funcao f , definida por y = f(x) que satisfaz a

equacao X2 +y2 =16 (compare com o exemplo 1). Observe que a derivada esta
expressa em termos de Yy, mas isto ndao é uma desvantagem porque, na maioria

dos problemas, estamos interessados em calcular y’ apenas em alguns pontos.

Observacao: Observe que, para calcular a derivada de y", em relagdo a x,

admitindo y uma funcéo derivavel de x, usamos a regra da cadeia para obter

i[y”]: n- y”‘l-ﬂ. No exemplo 2 utilizamos este resultado com n=2.
dx dx

Exemplo 3: Suponhamos que a relacdo x3+y3 =18xy define uma funcédo
y=f(x) e que essa fungdo é derivavel em um determinado intervalo. Para

dy

determinar y’:d— em termos de X e y derivamos em relagcédo a x, com o auxilio
X

da regra da cadeia e regra do produto, ambos os lados da equagao x> + y3 =18xy e

isolamos y'= :y

=—- em funcado de x ey. Vejamos,
X
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% x3 + y3]= %[18xy] = 3x%? +3y?.y =18y + 18xy’
— 3y2.y' —18xy’ =18y — 3x°2
— (3y?-18x)y =18y — 3x2

, 18y - 3x?

=Y =— .
3y “ —18x

. . d . ..
Assim, conseguimos calcular - sem a necessidade de explicitar y como
d
X

uma fungao de x.

Exemplo 4: Para encontrar a equacéo da reta tangente a curva x> +y° = 18xy

18y — 3x2

> , conforme vimos no
3y —18x

no ponto P(4,8) podemos utilizar que Yy’ =

18-8-3-4% 96
3.82-18.4 120
tangente ao Folio de Descartes em P(4,8). Portanto, a equacao da reta tangente é

dada por y- f(4) = (A)x-4) < y-8-2(x-4) & y-Sx+2".

exemplo 3. Dai, y'(4) =

= % que é o coeficiente angular da reta

Y

N
©
8

/-4 0

-8

Figura 2: Tangente a curva x>+ y3 =18xy em P(4,8).

Exemplo 5: Suponhamos que a equagdo 3y* —x®seny =4 — 4x define uma
funcdo y= f(x) derivavel em um determinado intervalo. Para encontrar a equacéo

da reta tangente e da reta normal ao grafico da equacdo dada no ponto (1,0)
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utilizaremos o método de derivagao implicita. Assim, para determinar y’:% em
X

termos de X e y derivamos em relagdo a x, com o auxilio da regra da cadeia e

regra do produto, ambos os lados da equacao dada e isolamos y’=? em funcao
X

de X ey. Vejamos,

di[3y4 -x?sen Y]=di[4 - 4x]:> 12y3 .y —(2x-seny + x*-cosy-y') = -4
X X

2x-seny-4

= (12y> —x?-cosy)y'=2x-seny—4= =
12y° —x“-cosy

Dai, o coeficiente angular da reta tangente a curva dada no ponto (1,0) é

y'() = 4. Logo, a equagao da reta tangente é dada por y—-0=4(x-1) < y=4x—4.
Ja o coeficiente angular da reta normal a curva dada no ponto (1,0) vale —%

e, portanto, a equacao da reta normal é dada por y—Oz—%(x—l) Sy = —%x+%.

3.5 Derivadas de Ordem Superior

Se f é uma funcao derivavel, entdao f' também é uma fungcado que pode ter
sua proépria derivada. Se f' for derivavel, a derivada de f' é denominada derivada

segunda de f , e representada pelo simbolo f”. Dali,

) dy’ d dy nota_g:éo d_Zy
dx

d
fr(x) = —|f" = =— .
00 =[] ou y=—t = 2

De modo analogo, podemos definir a derivada de f”, denominada derivada

terceira de f , representada por f”.

dy” d [d?y|mtacio g3y
dx®

dx  dx| d®

700 = S[100] ou  y= i

Continuando o processo, obtemos derivadas de ordem superior de f. A

. . . . d"y
derivada de ordem n ou enésima derivada de f, representada por y(”) = _y’ é

dx

n

obtida derivando a derivada de ordem n-1, ou seja,
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n n-1
(n) _ d Yy _ d(d Yy
y __dx" _&[—dx"‘l , para n>1.

0
sendo y®© =% =y, ou seja, a derivada de ordem zero de uma funcéo é a propria
X

fungdo. Existem vérias formas de representar derivadas de ordem superior, como
vemos a tabela a seguir.

Notacoes para Derivadas de Ordem Superior

dy d
i imei ' f'(x —= —|f D
Derivada primeira y (x) dx dx[ (X)] X[y]
. " " d 2 d 2 2
Derivada segunda y f'(x) > 12 [f9] Dy [y]
dx dx
n " 3 d 3
Derivada terceira y f7(x) a7y —3 [f (0] D)? [Y]
dx® dx
. 4) ) dty  d* 4
Derivada quarta y f Y (x) —— 2 [f (X)] Dy [Y]
dx dx
d"y i

Derivada enésima y(n) f (M (x)

d7[f(x>] D, [y]

Exemplo 1: Dado que f(x)=3x*-6x>+x vamos determinar
f M (x), paratodo, n>1, neN.

fOx) = f/(x) =9x% —12x + 1,
f @ (x) = f"(x) = 18x — 12,
f®(x) = £"(x) =18,

f®x) =0

f™M(x)=0, vn>4

Exemplo 2: Seja f(x):ﬁ: (3x+1)7t. Vamos encontrar f', f" e f".
X+

Vejamos:
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_ -3
f'(x)=-13x+1)2.3=—=
(3x+1)2
£7(x) = (-3) - (<2) - (3x+1) 2 -3 =18(3x +1) % =10
@Bx+1°%’
_ _ -162
f7(x)=18-(-3)-(3x+1)*-3=-162(3x+1) * = ——=
Bx+1*
Exemplo 3: Dado que f(x)=senx vamos determinar
f M (x), paratodo, n>1, ne N. Vejamos:
© (x) = =
f(l) () = T (x) =senx senx n=0,4,8A
¥ (x) = f'(x) =cosx g COSX n=159A
f@00=f"09=-senx ' DT _enx; n-26104
£ (x) = £"(x) =—cosx —cosx; n=3,7,11A

ou, equivalentemente, f ™ (x)=sen [%T + Xj, nelN .

x° se x<1

Exemplo 4: Seja f(x)= . Para encontrar f' e f” procedemos da
1 se x>1

seguinte forma:

e para x<1, f(x)=x* = f'(x) =2x;
e para x>1 f(x)=1= f'(x)=0;
e para Xx=1 temos que aplicar a definicao. Como f’'(1) = f/(1) pois,

Cim XLy ED0D (x+1) =2

xo1™ X=1  y1- x-1 x—1~

f'(1) = lim w -

X—1"

e
f/(1) = lim T _ i 221 _ im0 =0
x—1% X— x—1t X — Xx—1~

decorre que nao existe f'(1).

2X x<1
Portanto, a funcéo f' é definida por f'(x) = { *

0 s x>1
De forma andloga, para determinar f” procedemos da seguinte forma:

e para x<1, f'(X) =2x = f"(X) =2;
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e para x>1, f'(X)=0= f"(xX)=0;

e para Xx=1 temos que nao existe f"(1) pois f nao é derivavel em x=1.

2 x<1
Portanto, a fungado f" é definida por f"(x) = ® X .
0 s x>1

Exemplo 5: Considere a equacgao x4+3y4=16. Vamos calcular, por
2

derivacao implicita, y”=% admitindo que Y define implicitamente uma funcéo
X

duas vezes derivavel de x. Vejamos,
d 4 4 d 3 3 '
—[X"+3y"|=—]16| = 4x° +12y° -y'= 0
dx[ V] 1 126] y3 -y

. —4x3 B -x3

- = =
d 12y 3y?

. . d
Assim, conseguimos calcular y’:d—y expressa em termos de X e Y. Agora,
X

3

. , e - , =X
repetimos o método de derivacao implicita na nova equacao y =3— Observe

y

. . . . -x3 .
que, inicialmente, para o calculo da derivada do quociente — aplicamos a regra

do quociente e, para a poténcia y3, a regra da cadeia. Dali,

dryy= 9 {—_XT VS (-3x2)-(3y2)- (- x3)-9y2 .y

dx~ © dx| 3y® (3y*f
oy aodyly —x2 3y
=¥ = : 6 Y- 3 Z
9y y: oy
N y”(i’ﬁ+ﬁ.(—x3]_—x2 _x° __Xz[M}
y2 ooyt (3y?) v 3y’ 3y’

4 4
Portanto, y" =— x? [?’yB—J;X} ¢é a derivada segunda expressa em termos de X e Y.
y

(*) Utilizamos a relacéo ja encontrada para a derivada primeira expressa em termos de

3

X e Y quevale y'=i
3y

3
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ce a d Educacao Aberta e a Distancia 1 03




Licenciatura em Matematica

Calculo Diferencial e Integral |

3.6 Derivadas de Funcoes Inversas

Nas secoes 3.2 e 3.3, aprendemos como derivar a fungao exponencial e as
fungdes trigonométricas. Agora, aprenderemos uma regra para derivar a inversa de
uma funcgao derivavel e aplicaremos tal regra para encontrar a derivada da funcéo
logaritmica (inversa da fungao exponencial), bem como as derivadas das fungoes
trigonométricas inversas.

Teorema 1 (Regra da derivada da funcédo inversa): Seja f uma fungdo
definida em um intervalo aberto |. Suponhamos que f admite uma funcéo

inversa @, isto é, y=f(x) se, e somente se, x=g(y). Se f é derivavelem | e

f'(x)£0, Vxel, entdo g=f & derivavel e vale

g'(y) = m , Ou equivalentemente, (f _1)'(f (X)) = f’tx) _

Demonstracao: Considerando que § ¢ a inversa de f (isto ¢,

y=f(X) < x=g(y)) temos, derivando implicitamente em relacdo a x, a equagao

d d . d , 1
x=90), 3 b= lom] = 1=0m = 9=
dx
~ dy ' dX r ! ! 7
Como y=f(x) e x=g(y) entdo d—=f (x), d—:g (y) e f'(x) = f'(g(y)). Dai,
X y
d—X L ou, equivalentemente, | g'(y) = 1
dy dy | ' f'(a(y) |
dx

Exemplo 1: Se f é a funcao definida por y = f(x) = 8x*, sabemos que sua
inversa € a funcdo g = f 1 definida por x = g(y) = %3,/ y . Como f'(x) =24x? £0

para todo x#0 temos que, se tomarmos | sendo um intervalo aberto que néo

contenha a origem, como por exemplo | =(0,+»), a derivada de ¢ = fle

1 1 1 _ 1 o3
Z_Ey , Vyel

g'(y) =

r = 2 =
f'(a(y)) 24[g(y)] 24[;/;}
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Observacao 1: A letra do alfabeto utilizada para representar a variavel de

uma funcao nao é relevante. No exemplo 1, é comum dizermos que a inversa da
funcdo f(x) = 8x> é a funcdo g(x) =%3,/ x cuja derivada €& dada por

1 _ .,
g'(x) = EX 23 vxel, onde usamos como variavel, a letra x no lugar de .

Teorema 2 (Derivada da funcao logaritmica): Se y=log, x, (a>0 e a=1),
1
x-Ina’

entao y'=

Demonstracao: Sabemos que se y=log,x entdo a’=x. Derivando

implicitamente em relacdo a x a equacgao a’ = x e utilizando a consequéncia 8 da

regra da cadeia temos i[ay]zi[x] = ay(lna)ﬂ s ot 1
dx dx dx dx a¥.lna x-Ina
Em particular se a=¢€ temos a fungdo y =1loge X =Inx e a derivada sera
11
xlne x

Teorema 3 (Derivada da funcao inversa do seno): Se y=arcsenx, entdo

Demonstragéo: Sabemos que a fungédo inversa da funcao seno é definida

T Vs . . ..
por y=arcsenx < seny =Xx e > <y< 5 Derivando implicitamente em

relacdo a x a equacao seny = X obtemos

d d 1
R = — ’=1 ’=—_
eny]- L = eosyy=1 = y =L
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Precisamos, agora, escrever cosy em funcao de x. Para isso, usaremos a
relacdo trigonométrica c052y+sen2y=1 que resulta cosy =+1-sen’y . Uma

vez que - temos que cosy >0. Dai, cosy=++1-sen’y e como

NN

<y<

NN

seny = X, entdo cosy = 1— x?

d
Portanto, y' = L , Ou seja, (arcsenx) =
cosy 1 x2 1-x2

Teorema 4 (Derivada da funcao inversa do cosseno): Se y=arccosx, entdo
-1

1-x2

Demonstracao: Sabemos que a fungao inversa da fungdo cosseno ¢ definida

por y =arccosx <> cosy=x e 0<y<r.

Derivando implicitamente em relagdo a x a equagao cosy = X obtemos

d d -1
—|cosy|=—|x| < (-seny)y'=1 = y' =——.
Slcosyl= - [x] = (-seny)y Y=y
Uma vez que 0<y<x temos que seny >0. Dai,
seny:+\/1—coszy =J1-x2
-1 d -1

Portanto, y' =

ou seja, (arccos X) =

sen y \/ _x2 1-x2

Teorema 5 (Derivada da funcao inversa da tangente): Se y=arctgx, entdo

L 1
1+ x2
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Demonstracao: Sabemos que a fungdo inversa da funcdo tangente é
definida por y=arctgx < tgy=x e —%<y<%. Derivando implicitamente em

relacdo a x a equacdo tgy = x obtemos

d d 2
—[tgy|=—[X] & (sec '=1 = y'= .
S loyl= ] < (ec®y)y V= ety
Uma vez que sec? y :l+tg2 y e tgy = X, segue que
, 1 1 1 . d
y=—7—= 5= 5 ou seja, —(arctgx) = 5 -
sec’y  1+tg°x  1+x dx 1+ X

Observacao 2: De forma analoga, podemos derivar a fungéo inversa da

secante, cossecante e cotangente.

Supondo u =g(x) uma funcdo derivavel, podemos deduzir também outras

consequéncias da regra da cadeia relacionadas com as fungdes inversas, a saber:

d 1
) = -z
(1) dX[Inu] -
(2) %[arcsenu]= 1—1u2 u
(3) %[arccosu]z - 1—1u2 u
(4) i[arctgu]: '

dx 1+u?

Exemplo 2: Para derivar y=arcsenx® aplicamos a regra

d 1 ) . ,
d—[arcsenu] = —Z-u’ , juntamente com a regra do quociente. Dai,
X 1-u

1 ( 3)' 3x?

% [arcsen x3 ] =

e — ¢ .
J1-(x%)2 1-x°

Coordenadoria de
ce a d Educagao Aberta e a Distancia 1 07




Licenciatura em Matematica

Calculo Diferencial e Integral |

Exemplo 3: Para derivar y=Inv1+x? aplicamos as regras di[lnu] “lue
X u
i[u"]:ocu”“l-u’. Dai,
dx
' 1
=-1 '
—[In\/1+x2}= ! [ 1+x2} Lt 1 [1+x2]2 '(1+x2)
1+ x2 1+x2 2
1
1 1 [1+x2]_ (2x) = X - .
1+x2 2 1+ x2 1+ x%  1+X
2
Exemplo 4: Para derivar y=arctgG XzJ aplicamos a regra
+X
d 1 , . ,
&(arctgu) = " -u’, juntamente com a regra do quociente. Dai,
d arctyg 1-x2)| 1 [1-x7 ’_ 1 | =2x (1+x%) - (1-x%) 2x
dx 1+ x2 1_x2 2 (1+x? (1—x2)2 (1+x2)?
14 |- X I+ ==
1+ x2 @+x°)
_ (@+x®)? .{—Zx (1+x3) ~ (1-x3) ZX}
(1+x%)? + (1-x?)? (1+x%)?
B @ +x%)? . —2x-2x3—2x+2x3 _ —4x -2
1+2x% +x* +1-2x% +x* (1+x2)2 2+2x% 1+x*

Agora, vamos apresentar um resumo das principais formulas de derivadas

vistas até o momento.
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3.7 TABELA GERAL DE DERIVADA

Na tabela que se segue U\ sado fungbes derivaveis de x e C,a, a séo
constantes reais.
(1) y=c=y=0
20 y=x=>y=1
(3) y=c-u=y=cu
(4 y=u+v=y=u+Vv
5) y=u-v=y=u-v+u-Vv

, u-v-u-v
:yzv—z

6 y=

<|c

(7 y=u® =y=au" U, (a=0)
8 y=a'=y=a"-lna-u, (a>0, a=l)
@ y=e" = y=e'-u

(10) y=log,u = y'=

-u’, (a>0, a#l)
u-lna

’

(11) y=Inu = y'==-u

c L

(12) y=senu < y'=(cosu)-u’

(13) y =cosu < y'=(-senu)-u’
(14) y =tgu < y'= (sec®u)-u’

(15) y =secu < y'=(secu- tgu)-u’
(16) y = cotgu < y'= (—cossec?u)-u’

(17) y=cossecu <> y'=(—cossecu- cotgu)-u’

(18) y=arcsenu < y' = -u
1-u?
’ _1 '
(19) y=arccosu < y' = -u
1-u?
(20) y=arctgu < y'= 5 -u’
1+u

Coordenadoria de
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Teste o seu conhecimento

1. Ache os pontos da curva y =sen(3x) nos quais a tangente é horizontal.

dy

2. Encontre ™ supondo que a equacao dada determina Yy implicitamente como uma funcao
X

derivavel de x.

91 27 +In(y—4)=senxcosy
29, (arctgx3 )5 +3x=y*—x

23 seny’+e’ =(x°-6)*

3. Encontre a derivada das seguintes funcoes:

f(x)=(8x-7)"

3.1. 3.12.
f(x)=—> 3.13,
3.2. b2 -f
, 3.14,
3x+4
f =
33 (x) (GX_J 3.15.
2 3.16.
34, f(x)=(2x2—9x+8)3
, 3.17.
f(x)=(2x* -3x+1) (3x+2)*
35, 1(00=(2x -3x+1f (@x+2) -
g [(0)=v4x®+2x+3 219
F(x)=
3.1, Y@x-4y 3.20.
6
f(x)=(7x+ x2+3) 3.21.
3.8,

so  T00=[4x+1) W 3.22,

f(x) =@ 3.23,

3.11.

4. Esboce os graficosde f e f'.

f(x)=x*|x|,

41.

f (X) _ esen(7x3—3) 3.24.

f(x)=sen>x
f(x)=senx®
f(x)=sen®x3
e cos(2x)
f cos?(x)

f (t) = arctgy1+t?

f(x)=In [arctgxz]
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2
<
f(x)={x +3 se x<1
4.2, 5x-1 se x>1.

5. Determine, se existir, a derivada da funcdo f nos pontos indicados a, b e c. Caso nao
exista, justifique.

fxz -3, x<O0

51.  f(x)=42x-3, 0<x<2 a=0, b=2 c=1;

3 , x>2

2x+1, x<0

52 f(x)={x*+1, 0<x<2 a=0, b=2, c=1;
3 , x>2
3
1, 0
53, f(x)=, " a=0, b=-3, c=3;
x2+1, x>0

5.4, f(x)=vVx?—-4 a=-2, b=2, ¢=5

55  f(x)=|x—5| a=5 b=0, c=-3

6. Encontre os valores de x para os quais a derivada das seguintes funcoes é igual a zero.

6.1.  f(x)=4x>-10x*+3x-7

62 f(x)=¢*
6.3.  f(x)=cosx
64. f(x)=tgx

7. Dada a fungdo f abaixo determine D(f), f'(x) e D(f')

71, f()=Vx-5

1
2 T
2X, X<0
<x>={2
13. X", x>0
74, f(x)=15"
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2
f(x)={_x se x<-1

75, 2X+3 se x=>-1

8. Seja f afuncao definida por f(x)=+/4—x . Verifique se
8.1.  é derivavel no intervalo [0, 4];

8.2. f é derivavel no intervalo [1, 3];

9. Calcule f”(x) das seguintes fungées:

91, f(x)=(7x2+6x)7 £(x)= 14
9.4 X—
£ (x) = sen? 2
9.2. (X) Sin X+C0S"™ X . f(x)=|n(x2+1)
03 f(x)=e™ 2x
f(x)=
9.6 3x-3

10.Calcule f)(x) das seguintes fungées:

10.1. f(x)=7x°—4x*

102 f(x)=~/3-4x

11.Verifique os intervalos onde as derivadas de segunda ordem das seguintes funcoes sao
positivas e negativas.

f(x)=e*

11.1.
112 F(x)=4x>-10x*+3x-7
3 fx)=2x"-4

12.Dada a funcao f (X): (X _1)3 determine:
12.1. osvalores de X para os quais f '(X): 0;
12.2. intervalos onde f'(x)>0 e f'(x)<0
12.3. osvalores de X para os quais f”(x) =0;
0

12.4. intervalos onde f"(x)>0 e f"(x)<
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CAPITULO 4. APLICAGOES DA DERIVADA

4.1 Taxa de Variacao

Vimos que a interpretacao geométrica da derivada de uma funcao f em um
ponto P(a, f(a)) é o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f em P.
Agora veremos que a derivada de uma funcdo f pode ser interpretada como uma

'’

“taxa de variacdo de f em relacdo a x” em um ponto (x, f(x)). Veremos que

existem muitas aplicagbes praticas da taxa de variagdo, como por exemplo,
velocidade, aceleracao, taxa de crescimento de uma populacéo e outras.

A taxa de variagao pode ser de dois tipos: taxa de variagdo média e taxa de
variacdo instantdnea. Para introduzirmos essas taxas e analisarmos a diferenca
entre elas, necessitamos de definicoes e algumas notacgoes especificas.

Relembramos que o simbolo A (delta) quando escrito na frente de uma
variavel significa a diferenca entre dois valores desta variavel. Assim, a notacao
padrao para representar a variacdo de uma variavel x é Ax (leia-se "delta x"), de

modo que Ax=x; —X, (valor final de x menos o valor inicial de x) representa a
variacdo em x ao se passar do primeiro valor para o segundo. Também vale
ressaltar que AX nao é o produto de um nimero A por um ndmero x, mas um
unico numero, que podera ser positivo ou negativo, denominado variacdo de x ou
incremento de x.Podemos considerar também x; =x, + Ax.Se y= f(x) e a variavel

independente muda de x, para X; =X, +AXx entdo podemos definir AX e Ay da

seguinte maneira:

AX =Xp = Xo =(Xg +AX) =X, € Ay = f(xp)— F (%)= (X +A%) = f(x,)

Note que, neste caso, o valor de Ay depende de x, e de AX.
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fla)p=————————-— (21, f(21))
1

1
1Ay = f(z1) — f(zo)

f@o)pm = pfp == == = !

Figura 1: Representacgdo grafica de AX e Ay

Vamos agora analisar o comportamento de uma particula que se move no
plano numa trajetéria qualquer, retilinea ou ndo. Seja s o espaco percorrido pela
particula até certo instante de tempo t. Como s é uma fungdo do tempo,
escreveremos s=s(t). Agora vamos considerar o movimento durante um intervalo

de tempo At, isto é, entre um intervalo de tempo t e outro instante subsequente
t+At. Consequentemente, o espagco s sofrera uma variacdo correspondente As.
Essa variacao, dada por As=s(t+ At) —s(t), &€ o espaco percorrido desde o instante

t até o instante t+ At. A velocidade média V,,, nesse intervalo de tempo que vai de

t a t+At, é definida como sendo igual ao quociente da variacdo do espaco
s(t +At) —s(t) _ As

percorrido pelo tempo gasto em percorré-lo, isto &, v, = At "

Exemplo 1: A funcéo s, definida por s(t)=10t?, 0<t<4, fornece a distancia,

em km, em linha reta, que um motorista de caminhao se encontra do local de
partida apés t horas. Assim,

e nointervalo de t=2,8 a t=3 horas a taxa média de variagdo no espago é
As s(3)-s(28) 90-78,4
At 3-28 02

de 2,8 a 3 horas.

e nointervalo de t=2,9 a t=3 horas a taxa média de variagdo no espago é
As _s(3)-s(29) _90-78/4

=58 km/h que é a velocidade média no intervalo

=59 km/h que é a velocidade média no intervalo

At 3-29 0,1
de 2,9 a 3,0 horas.
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e nointervalode t=3 a t=3,2 horas a taxa média de variagdo no espago é
As s(3,2)-s(3) 102,4-90
At 32-3 02

de 3,0 a 3,2 horas.

=62 km/h que é a velocidade média no intervalo

Sabemos que a velocidade do carro varia durante o percurso, isto é, o carro
tem sua velocidade aumentada ou diminuida durante o intervalo de tempo
considerado. Dai, a velocidade média pode nao ser igual a velocidade mostrada no
velocimetro no instante t (velocidade instantdnea). Por exemplo, como podemos
saber exatamente qual é a velocidade (velocidade instantdnea) do carro no instante
t =37 Para isso vamos calcular a velocidade média em intervalos de tempo At cada
vez menores e proximos de t =3. Vejamos alguns dados em uma tabela.

Intervalo de tempo At () AS (km) Vm = % (km/h)
28<t<3 0,2 11,6 58
29<t<3 0,1 59 59
2,99<t<3 0,01 0,599 59,9
2,999<t<3 0,001 0,05999 59,99
3<t<32 0,2 12,4 62
3<t<31 0,1 6,1 61
3<t<3,01 0,01 0,601 60,1
3<t<3,001 0,001 0,060 60,01

Com base na tabela acima, podemos observar que, quanto menor for o valor

de At>0, a velocidade média v, :i—:, em intervalos de tempo do tipo [3, 3+At]

ou [3—At, 3], torna-se cada vez mais proxima de 60 km/h. Assim, a estimativa
para velocidade exata (velocidade instantdnea) no momento t=3 horas sera

v(3) = E ~60 km/h.
At

Em geral, para caracterizarmos o estado do movimento num dado instante t,
vamos imaginar intervalos de tempo At cada vez menores, para que as velocidades
meédias correspondentes possam dar informagdes cada vez mais precisas do que

s(t+At)—s(t) As

At TAt

se passa neste instante. A velocidade média v, = torna-se cada

vez mais préoxima da velocidade instantanea, v=v(t), no instante t, quanto menor
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. AS . ~ .
for o valor At. Assim, vz?t' e essa aproximacgao serd cada vez melhor quanto

menor for o valor At. Isto nos leva ao conceito de velocidade instantanea, v=v(t),

no instante t, como sendo v(t) = lim s(t+AY—s®) _ lim As _Os_ s'(t), isto é, a
At—0 At At—>0 At dt

velocidade instantdnea no instante t ou, simplesmente, velocidade no instante t, é
a derivada do espaco em relagdo ao tempo no instante t.

Exemplo 2: A funcéo s, definida por s(t)=10t?, 0<t<4, fornece a distancia,

em km, em linha reta, que um motorista de caminhao se encontra do local de
partida ap6s t horas. Para obter a velocidade exata em t=3 (velocidade
instanténea), observamos os valores da velocidade média nas vizinhangas de t=3,
com intervalos cada vez menores, isto €, quando At se aproxima de zero (At —0).

O valor exato da velocidade no instante t =3 ¢é dado por v(t) = lim % =s'(t) =20t.
At—0

Logo, para t=3 tem-se que v(3)= lim E=s’(3)=20-3=60 km/h.
At—0 At

Este resultado esta de acordo com o que vimos no exemplo 1.

Observamos que a velocidade média é a razdo entre duas variacdes, que
denominamos de taxa de variacao meédia, conforme definicdo a seguir.

Definicao 1: Se y=f(x), a taxa de variagdio média de Yy em relagdo a x no
intervalo [x,,X, +Ax] é dada pela razao das variagées, isto é

Taxa de variagdo média = Ay _ T +A%) = T(%)
AX AX

116 cea d Coordenadoria de
Educacao Aberta e a Distancia




Licenciatura em Matematica

Calculo Diferencial e Integral |

f@o+AT) == == == (zo + Az, f(zo + Az))
1
1

1Ay = f(zg + Az) — f(20)

f@o) e pfpm === = = !

N

To 0+ Az T

Figura 2: Taxa de variacdo média

Definigao 2: Se y=f(x), a taxa de variagao instantanea ou, simplesmente, taxa
de variacdo de Y em relacdo a x em um ponto (x, f(x)) € dada pela seguinte

expressao:

Taxa de variagdo = lim Ay = lim f(x+Ax) - f(x)
Ax—0 AX  Ax—0 AX

Exemplo 3: Sabemos que a inclinacdo da reta r que passa pelos pontos

(%:Yo) & (4, ¥) é dada por m="Y - 1= Yo _ VarlaGRo e y
AX X —X, variagdo de X -

Entao é possivel expressar a inclinacao de uma reta como quociente de dois
incrementos. Ao fazermos isto estamos considerando a inclinagdo de uma reta
como uma taxa de variagdo média de Y em relagdo a x. Note que m=tga,

conforme ilustra a figura 3.
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(z1,91)
Yl L e e e e e e e =

Yo

AN
7
/ o I z

Figura 3: Inclinagao de uma reta

Em particular, a inclinacao da reta tangente ao gréafico de y= f(x) no ponto
(X, f(X,)) é a taxa de variagéo instantdnea de uma variavel em relagdo a outra, no

ponto (X,, f(X,)) e isto é exatamente a derivada de f , calculada em x, .

Observagéo 1: Nos problemas praticos, é importante definir a unidade que

L . L L . Ay
serd utilizada para medir a taxa de variagdo. Uma taxa de variagao do tipo A—y é
X

sempre medida em “unidades de Y” por “unidades de x”. Assim, por exemplo, se

. . ‘A , . Ay . oA
Yy é medido em quildbmetros e x é medido em horas, 2Y ¢ medido em quilémetros

AX
por hora. Também é conveniente usar t com sendo a variavel independente, em
lugar de x, quando a variavel independente esta relacionada com o tempo.

Exemplo 4: Em 2010, a populagdo mundial era de 6,908 bilhées de habitantes,

conforme dados divulgados pelo Fundo de Populacdo das Nacdes Unidas. A
projecao feita para 2050 é de que habitardao o planeta 9,1 bilh6es de pessoas.

. o g ~ . - AP
Determine a taxa de variagdo média da populagdo mundial em relacéo a t, K no

intervalo [2010,2050].
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Solucao: Como a populagdo mundial em 2010 era de 6,908 bilhdes e a

projecao para 2050 é de 9,1 bilhdes, entéo a variacao da populacao sera dada por

AP =9,1-6,908 =2192 e a variagao do tempo sera At=2050—-2010=40.

Portanto, a taxa de variacdo média da populagdo mundial em relagédo a t, no

intervalo [2010,2050], é dada por AA_I: :2%32 =0,05 bilhdes/ano.

Exemplo 5: Numa experiéncia controlada, a &rea total utilizada para certa

cultura é anotada a cada hora. Um estudante obtém experimentalmente a seguinte
tabela:

Area de criacao (cm?) 320 500 600 540 504
tempo (hora) 0 12 24 36 48

No intervalo de tempo de t=0 a t=12 a taxa média de variagao na area é

Ay 500-320

- 15 cm?h
At 12-0

No intervalo de tempo de t=24 a t=36 a taxa média de variagdo na area é

ﬂ :M =-5 sz/h
At 36-24

O significado da taxa de variagcdo negativa indica que a quantidade desta
cultura estad diminuindo.

Observacao 2: Uma aplicagdo comum da taxa de variagdo média é a

determinacao da velocidade média de um corpo que estd se movendo em linha

reta. Temos velocidade média = varlgga? dadistancia _ As € uma taxa média de
variacao do tenpo At

variacdo. Quando passamos ao limite com At—0 obtemos a velocidade

. A . . . . A .
instantanea ou velocidade no instante t. velocidade = lim 25 as que € uma taxa
A0 At dt

de variagao instantanea.

Exemplo 6: Uma pedra é lancada verticalmente do solo, para cima, com

velocidade inicial de 112m/s. Apds t segundos, sua distancia do solo é dada por

s(t) =112t — 4,92,
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Determine:

e avelocidade v da pedra, quando t =3 segundos;
e o instante em que a velocidade da pedra é zero;
e avelocidade da pedra ao atingir o solo.

Solucao: Sabemos que v(t)= % =112 - 9,8t. Portanto, v(3)= % = 82,6 m/s
¢é a velocidade da pedra quanto t =3 segundos.

Basta resolver a equacao v(t)=$=112—9,8t=0 cuja solugao é t=114

segundos.

Inicialmente, devemos determinar os instantes em que s(t)=112t—4,9t2 =0,
ou seja, t(112-49t)=0 < t=0 ou t=22,9 segundos. Dai, a velocidade da pedra

ao atingir o solo é dada por v(22,9) = gs =-112 m/s.

U2
O significado da velocidade negativa indica que a pedra estd descendo e
atinge o solo a velocidade de 112 m/s.

Observacao 3: Observe a relagdo existente entre o sinal da derivada e o

crescimento ou decrescimento de uma fungado. Note que, se uma fungédo é
crescente entdo sua derivada é positiva ou zero, ou seja, a “taxa de variagao” é
positiva ou zero e sendo decrescente sua derivada é negativa ou zero. Este fato
serd estudado posteriormente com maiores detalhes.

4.2 Taxas Relacionadas

O problema que relaciona duas ou mais variaveis que dependem de outra
variavel independente, por exemplo, o tempo t, é chamado de problema de taxas
relacionadas.

Exemplo 1: O raio de uma circunferéncia cresce a taxa de 21 cm/s.

Determine a taxa que aumenta o comprimento da circunferéncia.
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Solugdo: Sejam r o raio da circunferéncia, em
centimetros (cm), t o tempo, em segundos (s) e C o
comprimento da circunferéncia, em cm. Observe que, a
medida que o tempo passa, 0 raio e o comprimento
aumentam, de modo que o raio r=r(t) e C=C(t) séao
dados em fungédo de t. Sabemos que as variaveis r=r(t) e
C=C(t) estao relacionadas por meio da férmula

C(t) =2xr(t). Além disso, a informagcdo que o raio cresce a taxa de 21 cm/s,

significa que %:21 cm/s. Precisamos determinar a que taxa aumenta o

. . N , dC . T <
comprimento da circunferéncia, isto €, e Derivando implicitamente, em relacao

a t, aequacdo C(t) =2xr(t), encontramos uma nova equagao que envolve as taxas

de variacao, isto €, ?:i_(t:: 27;% ( as taxas estao relacionadas).

Agora, considerando que %:21, temos %—?=2ﬂ%=2ﬂ-21=427rz42-3,14=131,95 cm/s,

isto é, a taxa com que o comprimento da circunferéncia aumenta é de,
aproximadamente, 131,95 cm/s e independe, neste caso, do raio.

Diretrizes para resolver problemas envolvendo taxas relacionadas.

e Passo 1: Desenhe, se possivel, uma figura e identifique as variaveis e as
constantes. Use t para tempo. Considere que todas as variaveis sao fungoes
derivéveis de {;

e Passo 2: Expresse todas as informagdes numéricas dadas em termos dos
simbolos que vocé escolheu;

e Passo 3: Expresse o que vocé deseja determinar, geralmente uma taxa, em
termos da derivada;

e Passo 4: Obtenha uma equagao que relacione as varidveis do problema.
Talvez vocé possa combinar duas ou mais equacdes para conseguir uma
Unica,

e Passo 5: Derive implicitamente, em relagéo a t, a equagdo encontrada no
passo 4. Neste caso, serad encontrada uma nova equagdo que envolve as taxas
de variagao (taxas relacionadas);

e Passo 6: Expresse a taxa que vocé deseja determinar em termos das taxas e
variaveis cujos valores sao conhecidos;

e Passo 7: Substitua as informacdes numéricas dadas na equacéao obtida no
passo 6 para encontrar a taxa desconhecida. Estes valores numéricos devem
ser introduzidos somente no estagio final do processo de resolugao do
problema.
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Exemplo 2: Quando uma chapa metélica circular é aquecida, seu raio
aumenta a uma taxa de 0,017cm/min. Determine a que taxa a area da chapa aumenta
guando seu raio é de 50cm.

Solucao: Inicialmente, identificamos no problema as
variaveis e as constantes. Sejam { o tempo, em minutos, r
o raio, em cm, e A a éarea, em cm? da chapa metélica
circular. Observe que, a medida que o tempo passa, o raio e

a drea aumentam, de modo que o raio r=r(t) e A=A(t) sado

fungdes de t relacionadas pela equagdo A= A(t)=z[r®)F.
Além disso, a informagao que o raio cresce a taxa de 0,01cm/min, significa que

d—:=0,01 cm/min. Precisamos determinar a que taxa aumenta a area da chapa

. . , dA . T
A= A(t) quando seu raio € de 50 cm, isto &, — . Derivando implicitamente,

tl =50

em relagdo a t, a equagdo A=7r?, encontramos uma nova equagao que envolve

. . dA dr ~ .
as taxas de variacao, isto €, T 27rra (as taxas estao relacionadas).

=27-(50)-(0,01) = 7 cm¥min.
r=50

. A
Agora, considerando que % =0,01, temos A

Observe que, neste caso, a taxa de variagao da area depende, ndo apenas da
taxa de variagao do raio, mas também, do préprio raio.

Exemplo 3: Uma escada com 25m de comprimento estd apoiada em uma
parede vertical. Se a base da escada deslizar horizontalmente, afastando da parede
a taxa de 3m/s, com que velocidade o topo da escada esta deslizando, quando sua
base estd a 15m da parede?

Solucao: Inicialmente, vamos identificar as variaveis e
as constantes do problema. Denotemos por t o tempo
medido em segundos, a varidvel Y como sendo a
distancia, em metros, do chao ao topo da escada e por
x a distdncia, em metros, da base da escada a parede.
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. ~ dx .
Pelas informagcbes dadas no problema, podemos escrever E:3 m/s. Precisamos

determinar ﬂ

" . Pelo Teorema de Pitdgoras podemos relacionar as variaveis
x=15

x=X(t) e y=y(t) pelaequagio (25)° = x*+y?.
Derivando implicitamente, em relagao a t, encontramos

d 2 df - 2 dx dy
9l2s)2]-2 0=ox. X oy ¥ Oy =X dX
dt[( )]dt[x ] “a TV Ta Ty at

ou, equivalentemente dy___-x  dx
V625 %2 dt

Substituindo as informagdes numéricas dadas

-1 3=—9=—2,25 m/s.

x=15 /625 —(15)?

dy
dt

Exemplo 4: Um reservatério tem a forma de um cone circular reto invertido,

com 16m de altura e 4m de raio da base. Se a dgua entra no reservatério a uma
taxa de 2m?*min, com que velocidade o nivel da agua estarad subindo quando a
profundidade é de 5m?

Solugdo: Sejam t o tempo decorrido, em minutos, desde que a agua

comegou a entrar no reservatério, h a altura, em metros, do nivel de dgua em t
minutos, r a medida em metros do raio da superficie da agua, em { minutos e V a
medida, em m?, do volume de 4gua, em t minutos. Observe que, 8 medida que o

tempo passa, as varidveis r, h e V aumentam, de modo que r=r(t), h=h() e

V =V (t) sdo funcdes de t relacionadas pela equagdo V = %ﬁrzh (volume do cone).

Pelos dados do problema podemos escrever dd—\:=2 m3/min e precisamos

. dh x . .
determinar ot . Por semelhanca de tridngulos podemos relacionar as variaveis
h=5

r e h, obtendo a equacéo 4 = % & r= %h . Dai, podemos escrever
r
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2
3 3 48

Derivando implicitamente, em relagao a t, encontramos

v d |:72' hﬂ - dV_S_ﬂhz((;r:j@ dh 16 dv

dt dt| 48 dt 48 dt zn2 dt
Substituindo as informagdes numéricas dadas temos que

dh
dt

= 16 2= 32 m/min.

hes 7(8)2 257

Exemplo 5: Um trabalhador ergue um saco de areia de cimento para uma

plataforma situada a 12m acima de sua cabega por meio de um cabo de 24m de
comprimento que passa por uma roldana na plataforma. Ele segura firmemente a
extremidade da corda ao nivel da cabeca e caminha a 1,5m/s, na horizontal, de
modo a se afastar do ponto P que estd diretamente abaixo da roldana. Com que
velocidade o saco de areia esta sendo levantado quando o trabalhador estd a 9m
do ponto P?

Solugao: Fagamos um desenho para modelar o problema. Vejamos:

roldana na plataforma

saco de areia ¢

® trabalhador
P
Figura 1: Modelagem do problema

Agora, vamos identificar as varidveis e as constantes. Usando t para tempo,
denotamos por Y a distancia do saco a roldana e, por x, a distdncia do ponto P ao

trabalhador. Observemos que y=y(t) e x=x(t) sdo fungdes de t. Além disso,

como o cabo tem 24 m de comprimento, temos que a distancia do saco de areia ao
trabalhador € 24m. Dai, a distancia da roldana ao trabalhador de 24—y, conforme

ilustra a figura 2.
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_ roldana na plataforma
y 24 — y
12 .
saco de areia
L trabalhador
P x

Figura 2: Identificando as variaveis

Pelos dados do problema podemos escrever %:Jﬁ:gm/s e precisamos

determinar ﬂ

tx:9

.Pelo Teorema de Pitdgoras podemos relacionar as varidveis

x=x(t) e y=x(t), obtendo a equacdo (24- y)? =(12)?> +x%. Derivando

implicitamente, em relacdo a t, encontramos

@ 24— 2= L) 2 ) -y X
a[(24—y) ]—a[(12) + X ]<:> 2(24-vy) ( dtJ—Zx pm

Expressando a taxa que vocé deseja determinar em termos das taxas e

o . ~ . dy —-x dx
varidveis cujos valores sao conhecidos, temos = -— ou,
dt 24-y dt
. d —X dx
equivalentemente, v _ —_—
144 + x2 dt

Substituindo as informagdes numéricas dadas

Y0 (32 oe ms

dtly—9 144492 \2) 10

Portanto, a velocidade que o saco de areia esta sendo levantado quando o
trabalhador estd a 9 m do ponto P é de 0,9 m/s. O significado da velocidade
negativa indica que a distancia Y esta decrescendo com o tempo, de acordo com a

modelagem do problema, o que indica que o saco de areia estd subindo. Este
problema pode ser modelado de outra forma, o que nao altera a resposta do

problema.
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Teste o0 seu conhecimento

1. Uma pedreiro deixa uma escada de 12 m de comprimento encostada na lateral de um prédio.
Se a base da escada comeca a deslizar horizontalmente, a razao de 0,8 m/s, qual a velocidade o
topo da escada percorre a parede, quando esta a 7m do solo?

2. Uma bola de neve desce uma montanha e seu volume aumenta a taxa de 16dm®/min.
Determine a taxa a qual o raio é aumentado quando a bola de neve tem 8 dm de diametro.

3. Uma mdvel parte de um ponto P em direcéao leste a 4m/s. Um minuto depois, outro mével
parte de P e segue em direcao norte a 3m/s. A que taxa esta variando a distancia entre eles 1
minuto depois da partida do segundo mével?
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4.3 Funcoes Crescentes e Decrescentes
Vimos que a interpretagdo geométrica da derivada de uma fungdo f em um
ponto P(a, f(a)) é o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f em P.

Este fato nos permite aplicar as derivadas como um auxilio no esboco de gréficos.
Por exemplo, a derivada pode ser usada para determinarmos os pontos em que a
reta tangente é horizontal; para encontrarmos os intervalos em para os quais o
grafico de uma funcao esta acima ou abaixo da reta tangente, etc.

Antes de aplicarmos a derivada para tragarmos esbogo de gréficos
necessitamos de algumas defini¢coes e resultados.

Definicao 1: Seja f uma fungéo definida em um intervalo | . Entdo
o f écrescente em | se, paratodo x; X, €l,com x, <x, tem-se que f(x;) < f(Xy)-
o f édecrescente em | se, paratodo x,,x, l,com x; <X, tem-se que F(x)>f(x)-

o f éconstante em | se, paratodo x,, x, el,tem-se que f(x))="f(xy).

Em outras palavras, f ¢é crescente em | se, a medida que xel aumenta

\

ocorrer também um aumento no valor f(x), e, f é decrescente em | se, a

medida que xel aumenta ocorrer que o valor f(x) diminui (veja figura 1).

-4 0 4 8 =

-~ -~ -

decrescente crescente constante

Figura 1: f é decrescente em [-4,0], crescente em [0,4] e constante em [4,8]

- Coordenadoria de
ce a d Educagao Aberta e a Distancia 1 27




Licenciatura em Matematica

Calculo Diferencial e Integral |

Teorema 1 (Teorema de Rolle): Seja f uma funcdo continua no intervalo
fechado [a,b] e derivavel no intervalo aberto (a,b). Se f(a)= f(b), entdo existe pelo

menos um ponto ¢, a<c<b, tal que f'(c)=0.

Em palavras, este teorema diz que sendo f uma funcdo continua em [ab] e
derivavel em (ab) tal que f(a)= f(b) entado existe pelo menos um nimero ¢ entre
a e b tal que a reta tangente ao gréafico de f no ponto (c, f(c)) € uma reta horizontal

(tem coeficiente angular f'(c)=0).

Teorema 2 (Teorema do Valor Médio (TVM): Seja f uma fungao continua em
[ab] e derivavel em (ab). Entdo existe um ndmero c, no intervalo (ab) tal que:

PRICRLIC)

E ou, equivalentemente, f(b)— f(a) = f'(c)(b—a).
-a

e (b, £0))

fa)

+

Q | = - ——

T b -

b—a
Figura 2: Representacéo grafica do TVM
f(b)-f(a)

b-a
pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) e f'(c) €& o coeficiente angular da reta tangente ao

Observe que é o coeficiente angular da reta que passa pelos

grafico de f no ponto (c, f(c)). Dai, o TVM diz que existe uma reta tangente ao

grafico de f que é paralela a reta que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).

Agora, considere a figura 4.
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-4

\ - |
-~

decrescente crescente constante

Figura 3: f é decrescente em [-4,0], crescente em [0,4] e constante em [4,8]

Podemos observar que, sendo f derivavel em um intervalo aberto | (isto é,
o grafico de f admite reta tangente em todos os pontos do intervalo aberto | ). Se
a declividade da reta tangente ao grafico de f no ponto (x, f(x)), xel, é negativa,
a funcdo f é decrescente em |. Se a declividade da reta tangente é positiva, a
funcdo f ¢é crescente em |. Se a declividade da reta tangente no ponto

(x, f(x)), xel, é zero, a funcédo é constante em | .

Formalizando o resultado acima, segue o teorema 2.

Teorema 3 (Teste da 12 derivada para Crescimento/Decrescimento): Seja f
uma funcao continua no intervalo fechado [a,b] e derivavel no intervalo aberto
(a,b) .

e Se f'(x) >0, Vxe(a,b) entao f é crescente em [a,b].

e Se f'(x) <0, Vxe(a,b) entao f é decrescente em [a,b].

e Se f'(x)=0, Vxe(a,b) entdo f é constante em [a,b].

Demonstracao:

Sejam x, x, €[a,b], com x, <x,. Como f é continua em [x,x,]c[a,b] e

derivavel em (x;,x,) —(a,b) temos, pelo Teorema do Valor Médio, que existe
f(xz) — f(x1)

X2 =X

cel[x,%,] tal que f'(c)= , ou seja, f(xy)—f(x)=f'(c)(Xo—xp). Além
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disso, se f'(x) >0, Vxe(ab) e ce[x,x,]c[ab] entdo f'(c)>0. Dai, sendo
X, =% >0 e f'(c)>0 segue que f(x,)—f(x)=f'(c)(x,—%)>0, para todo x,
X, €[a,b]. Portanto, f(x,)> f(x,) paratodo x, x, [a,b] isto é, f é crescente em
[a,b].

E analoga a parte (i).

Sejam x,, x, €[a,b], com x; < x,. Pelo Teorema do Valor Médio aplicado a f
em [x,X,], existe ce[x;,x,] tal que f(x,)—f(x)= f'(c)(x, —%). Como f'(x)=0,
Vxe(ahb) e ce[x,x,]c[a,b] entdo f'(c) =0. Dai, f(x,)—f(x))= f'(c)(x, —%)=0,
ouseja, f(x,)="f(x),Vx, %, €[a,b].

Observe afigura 4:

A

Figura 4: Teste da 12 derivada

e Nointervalo aberto (x4,X,) temos que f'(x) =0, Vxe(X;,X,), pois todas
as retas tangentes ao gréfico de f sao horizontais e, portanto, f é constante
no intervalo fechado [x;,X5];

e Nos intervalos aberto (X,,X3), (X4,X5) € (X5,Xg) temos que f'(x) >0,
pois todas as retas tangentes ao grafico de f sao inclinadas para a direita
(inclinagéo positiva) e, portanto f é crescente nos intervalos fechados
[X2:%3], [X4.%s5] € [X5,%6]:

e Nointervalo (x3,x,) temos que f'(x) <0, VXxe(X3,X4), POis todas as retas
tangentes ao grafico de f sao inclinadas para a esquerda (inclinagao
negativa) e, portanto f é decrescente em [x3,X,].

Observagéo 1: O teorema 3 diz que podemos obter informagées sobre o
comportamento do gréfico de f estudando o sinal da fungao f’ (fungao derivada
de f). Conforme vimos no exemplo5 da se¢d02.8 os Unicos pontos em que a

funcdo pode mudar de sinal sao aqueles onde ela se anula ou onde é descontinua.
Em particular, a funcdo f’ pode mudar de sinalem x=a se f’'(a)=0 ou Af’(a).
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Observacao 2: Utilizaremos os simbolos f1T e f | para representar

crescimento e decrescimento de f , respectivamente. Dai,

e f'(X)>0 (+) = f crescente(f T)
e f'(X)<0 (-) = f édecrescente.( f {)

Exemplo 1: Para determine os valores de x nos quais a fungédo

f(x) = x3 + x> —8x—1 & crescente ou decrescente vamos estudar o sinal da funcéo
f'. Como f'(x)=3x?+2x-8= 3(x+2)(x—%} é derivavel em todos os pontos,

temos que f’ poderd mudar de sinal apenas nos pontos onde f’(x)=0, ou seja,
X=-2 ou x=4/3.Para x<-2 ou x>4/3 temos que f'(x) >0 (+) e, portanto, pelo
teste da 12 derivada, f é crescente nos intervalos (—«,—2] e [4/3,4+x). Para
—2<x<4/3 temos que f'(x)<0 e, portanto, f ¢ decrescente no intervalo
[-2,4/3]. Para simplificar, ¢ comum utilizarmos o diagrama abaixo para representar

arelacao do sinal de f’ com o estudo de crescimento/decrescimento de f .

| 7t A 1

Sinaldef’| (+) -2 (=) 413 (+)

Figura 5: Diagrama da relagdo de f' coma f

3Xx
2

Exemplo 2: Para determine os valores de x nos quais a funcdo f(x) =

é crescente ou decrescente vamos estudar o sinal da fungdo f’. Como
—3(x% +4)
(x* - 4)?

apenas nos pontos onde f nao é derivavel, isto é, nos pontos x=-2 ou x=2.

f(x) =

nao possui raizes reais temos que f’ podera mudar de sinal

Mas, para x<-2 ou —2<x<2 ou x>2 temos que f’'(x) <0 (-) e, portanto, pelo
teste da 12 derivada, f é decrescente nos intervalos (-w,—2), (-2,2) e (2,4+x). O
diagrama abaixo representa a relacdgo do sinal de f’ com o estudo de

crescimento/decrescimento de f .

| 4 7l 7

@

Sinaldef’| (=) -2 ) 2 ()
Figura 6: Diagrama da relacdo de f’' coma f
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Uma conseqliéncia importante do teorema 3 é que se duas funcoes f e ¢
tem a mesma derivada em um intervalo aberto (a,b) entdao f e § difere por uma

constante. Vamos formalizar este resultado.

Consequéncia do Teorema 3: Sejam f e g fungdes continuas em [a,b] e
derivavel em (a,b). Suponha que f’(x) = g'(x), Vxe(a,b). Entdo existe um nimero

c talque f(x)=g(x) +c, Vxelah].
De fato, seja H(x) = f(x) — g(x), Vxela,b].

Como f e § sao fungdes continuas em [a,b] e derivavel em (a,b) temos

que H=f-g é continua em [a,b] e derivavel em (a,b). Por outro lado, como
f'(x) = g'(x) temos que H'(x) = f'(x) — g’(x) =0, Vxela,b], ou seja, H é constante
em [a,b] . Dai existe um ce R tal que H(x) = f(x) — g(x)=c, Vxe[a,b], ou seja,

f(x) = g(x) +c, Vxelab].

4.4 Maximos e Minimos

Defini¢ao 1: Dizemos que uma fungéo f

e tem um valor mdximo relativo (ou maximo local) em ¢ se existe um intervalo aberto
I = Dom(f), contendo c, tal que f(c)> f(x) paratodo x em | . Neste caso, dizemos que
f (c) é um valor maximo relativo (ou, simplesmente, maximo relativo) de f .

e tem um valor minimo relativo (ou minimo local) em c se existe um intervalo aberto
| = Dom(f), contendo ¢, tal que f(c)< f(x) paratodo x em |. Neste caso, dizemos que

f(c) é um valor minimo relativo (ou, simplesmente, minimo relativo) de f .
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f'(x)=0

Figura 1: Representagdo geométrica de maximos e minimos relativos de f

Observando a figura 1 temos que existe um intervalo aberto |, contendo x,,

por exemplo, | =(x;,x3), tal que o valor f(x,) < f(x), Vxel =(x;,X3)-

e lIsto significa que f(x,) € um minimo relativo de f . Analogamente, existe

um intervalo aberto |, contendo X4 . PoOr exemplo, | =(xq,X;), tal que o
valor f(x,) < f(x), Vxel =(xg,%7).
e lIsto significa que f(x,) € um minimo relativo de f . Também existe um
intervalo aberto |, contendo X3, por exemplo, | =(X,,X,), tal que o valor
f(x3) > F(X), Vxel =(xp,%4)-
e lIsto significa que f(x3) é um méximo relativo de f . De forma anéloga,
temos que f(xg) é também um méximo relativo de f .
Por outro lado, no intervalo 1 =[x;,x,] temos que f(x,) < f(x), vxel =[x, x;] €
f(xg) = f(x), vxel =[x;,x;], ou seja, o valor f(x,) € o menor valor de f em
I =[x, x;] & f(xg) € o maior valorde f em I=[x,x;]. Neste caso, dizemos que, em

I =[x, %], f(x4) € 0minimo absolutode f e f(xg) é 0 maximo absoluto de f .

Definicdo 2: Seja f uma funcdo definida em um intervalo | tal que cel,

| « Dom(f) Dizemos que f :
e tem um valor méximo absoluto (ou maximo global) em ¢ se f(c)> f(x) para todo

xe | . Neste caso, f(c) é o valor maximo absoluto (ou méaximo global) de f em |.

e tem um valor minimo absoluto (ou minimo global) em ¢ se f(c)< f(x) para todo

x e | . Neste caso, f(c) é o valor minimo absoluto (ou minimo global) de f em | .
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Definicdo 3: Os maximos ou minimos relativos de f sdo chamados extremos
relativos de f . Os maximos ou minimos absolutos de f sao chamados extremos

absolutos de f .

Observacao 1: Analisando a figura 1 podemos observar que se f(c) é um
extremo relativo de f entdo f’(c)=0 ou Af’(c), como veremos no proximo

teorema.

Teorema 1 (Teorema de Fermat): Se f tem um maximo ou minimo relativo em

c ese f'(c) existe, entdo f'(c)=0.

Demonstragéo: Suponhamos que f tem um minimo relativo em c. Assim,
existe um intervalo aberto |, contendo c, tal que f(c)< f(x) para todo xel, ou
equivalentemente, f(x)— f(c) >0 paratodo xel.Se f’(c) existe, entdo existe

lim 1=1O) iy 1010 _ iy —f(x))(‘g(c) - ).

X—C X—C X—C X—C X—)C+

Logo,se xel e x> ¢, entdo x—c<0. Assim,

f(x)-f(c) <0= lim MSO:} f'(c)<0.
X—C x—>c~  X—C

Por outro lado, se xel e x »>c™, entdo x—c >0. Assim,

f(x)-f(c) >0= lim M20:> f'(c)=0.

X—cC x—sct  X—C
Portanto, f'(c) =0.

O caso de maximo relativo pode ser demonstrado de forma anéalogo.

Observacao 2: A interpretagdo geométrica do Teorema de Fermat é que se
f tem um extremo relativo em c e se f’(c) existe, entdao o grafico de f tem uma

reta tangente horizontal no ponto (c, f(c)).
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Observacao 3: A reciproca do Teorema de Fermat ndo é verdadeira, isto &,
f’(c) =0 nado implica necessariamente que f tem um extremo relativo em c. Este
fato pode ser visualizado na figura 1 acima tomando c= x5, pois f'(c;)=0 e, no
entanto, f(c) ndo € um extremo relativo de f . Dai, se f é uma fungao derivavel,
os Unicos valores possiveis de x para os quais f possa ter um extremo relativo

serdo aqueles que f'(x)=0.

Observacao 4: Notemos também que uma fungdo f pode ter um extremo
relativo em ¢ e f’(c) pode nao existir. Este fato pode ser visualizado também na
figura 1 acima tomando c=x,, ou c=xg, Pois Af'(x,) € Bf'(xg) € no entanto,

f'(x,) e f'(xg) s@o extremos relativos de f .

Definicao 4 (ponto critico): Um nimero ¢ é chamado ponto critico de uma
funcdo f quando ceDom(f) e f'(c)=0 ou f’(c) nao existe.

Conclusao: Se f é uma funcao definida em c, os Gnicos nimeros possiveis
de c para os quais f possa ter um extremo relativo sao aqueles que f’(c)=0 ou
f’(c) nado existe. Isto ¢, f tem um extremo relativo em ¢ entdo ¢ é um ponto

criticode f .

2
Exemplo 1: Para encontrar os pontos criticos da fungao f(x)=(x2—9)3

devemos inicialmente observar que Dom(f) = IR. Agora, como
1

F(x) = %(x2 —9) %2x= g.

X
Ix2-9
temos que os pontos nos quais f nao é derivavel sdo x=-3 e x=3. Além disso,

f'(xX)=0 <= x=0.

Como os niumeros x=-3,x=3 e x=0 pertencem ao Dom(f), segue que

estes sdo os pontos criticos de f .
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Exemplo 2: Para encontrar os pontos criticos da funcdo f(x)=

devemos inicialmente observar que

Dom(f):{x»eIR; x2—9¢0}={XGIR;x¢—3 e x=3}=R-{3,3}.

Agora, como

Z_9-x-(2x) - (x*+9)

be-of  fu2-of

frx) = 2

temos que os pontos nos quais f nao é derivdvel sGo x=-3 e x=3, mas estes

nao pertencem ao dominio de f e, portanto, nao sao pontos criticos. Além disso,

f'(x)

X

#0, VxeDom(f). Portanto, f(x)= nao tem pontos criticos. Como

x2 -9

conseqliéncia, ndo terd também extremos relativos.

Conforme vimos, os Unicos numeros possiveis de ¢ para os quais f possa

ter um extremo relativo sao os pontos criticos de f . Porém, se ¢ € ponto critico

de f

, hdo podemos afirmar que f tem um extremo relativo em c. O teorema a

seguir classificara estes pontos criticos para os quais f tera um extremo relativo.

(i)
(ii)
(iii)

Teorema 2 (Teste da 12 derivada para extremos relativos): Seja f uma
funcdo continua no intervalo fechado [a,b] e derivavel no intervalo aberto (a,b),
exceto possivelmente num ponto critico ce(a,b) de f .

Se f'(x) >0, Vx<ce f'(xX)<0, VX>c entao f tem um maximo relativo em ¢
Se f'(x)<0, Vx<ce f'(x) >0, VX>c entao f tem um minimo relativo em c .
Se f'(x) possui o mesmo sinal em ambos os lados de ¢, entao f nao tem um

extremo relativo em c.

£ cead

Demonstracao:

(i) Se f'(x) >0, VXx<c temos, pelo teste da 12 derivada para
crescimento/decrescimento, que f é crescente em [a,c]. Dai, sendo X<C
temos que f(x) < f(c) Vxela,c].

(i) Se f'(x) <0, Vx>c temos, pelo Teste da 1% derivada para
crescimento/decrescimento, que f é decrescente em [a,c]. Dai, sendo

X>C temos que f(x) < f(c) Vxe[c,b].
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Dai, f(x) < f(c) paratodo xe[a,b], ouseja, f tem um méximo relativo em c.

(iii) Deixamos como exercicios a parte

Diretrizes para Determinar os Extremos Relativos de uma Funcao f :

e Passo 1: Encontrar Dom(f);

e Passo 2: Encontrar f'(x);

e Passo 3: Encontrar os pontos criticos de f ;

e Passo 4: Estudar o sinal de f'(x);

e Passo 5: Aplicar o Teste da derivada primeira para determinacao de extremos.

2
Exemplo 3: Para encontrar os extremos relativos da fungdo f(x) = (x2 —9)3

4

vimos, pelo exemplo1, que Dom(f)=IR, f'(x) =
3 3x2_9

e os pontos criticos de

f sdo x=-3,x=3 e x=0.

O diagrama abaixo representa a relacao do sinal de f’ com o estudo de

crescimento/decrescimento de f .

s

Sinal de f’| - -3 ) 6 =) 5 (+)

Figura 2: Diagrama da relacdo de f’' coma f

Aplicando o Teste da 12 derivada para extremos relativos temos que f tem
um minimo relativo em x=-3 e em x=3 e um maximo relativo em x=0, ou
seja, f(—3)=f(3)=0 é um valor minimo relativo e f(0)=3-33 é um valor maximo

relativode f .

Agora que j& sabemos encontrar os extremos relativos de uma funcao
veremos como determinar os extremos absolutos de uma funcdo continua num
intervalo fechado.

Exemplo 4: Vejamos os extremos absolutos, se existirem de algumas

funcoes:
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f(x)=x3em [-11)

f (—1) é o valor minimo absoluto de f em
[-11) e néo existe valor maximo absoluto
de f em [-11).

2 a4/ o\ o f(x)=—x* em (-21]

f (0) é o valor méaximo absoluto de f em
(—21] e nao existe valor minimo absoluto
de f em (-2,1]. Observe que f(0) é
também valor méaximo relativo de f em
(-21].

X2 se —1<x<?2
F(x) = em
-5x+14 se 2<x<3

[-13]

f(2) =4 é o valor maximo absoluto de f
17 em [-13] e f(3)=-1¢ o valor minimo
\ absoluto de f em [-13]. Observe que

- ; A Y = f'(2) nao existee f(2)=4 étambém

valor maximo relativo de f em [-13]

f(X)=%, x=0,em [-2,2]

2 2 4 Nao existe valor maximo absoluto e nem
minimo absoluto de f em [-2,2].
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Nestes exemplos podemos observar que se uma fungao néo for continua e/ou
o intervalo nao for fechado, ndo temos garantia da existéncia dos extremos
absolutos. Porém, garantindo que a funcdo é continua e o intervalo é fechado
sempre haverd maximo e minimo absoluto e estes ocorrerdo nas extremidades do
intervalo ou em um ponto critico no interior do intervalo. E quando um extremo

absoluto ocorrer no interior ele também serd um extremo relativo.

Teorema 3 (Teorema do Valor Extremo): Se f é uma fungao continua no
intervalo fechado [a,b], entdo f tem um valor maximo absoluto e um valor

minimo absoluto em [a,b].

A demonstracao do teorema do valor extremo € mais sofisticada e, portanto,
nao iremos demonstrar.

Diretrizes para determinar os extremos absolutos de uma funcao continua
f em um intervalo fechado [a,b]:

¢ Passo 1: Encontre os pontos criticos de f em [a,b];

e Passo 2: Calcule o valor de f em cada ponto critico encontrado no passo 1;

e Passo 3: Encontre f(a) e f(b);

e Passo 4: Compare os valores encontrados no passo 2 e no passo 3. O maior dos
valores é o maximo absoluto e o menor é o minimo absoluto de f em [a,b].

e Exemplo 5: Encontre os extremos absolutos de f(x) = 3x* —16x3 +18x2% ,
-1<x<4.

Solugéo: Como f € um funcédo continua no intervalo fechado [-14] temos,
pelo teorema do valor extremo, que f tem um valor maximo absoluto e um valor
minimo absoluto em [-14]. Vamos seguir as diretrizes acima para determinar os

extremos absolutos de f . Vejamos:

f'(x) = 12x3 - 48x? +36x = 12X (x? — 4x + 3)

Dai, f'(x) =12x3 —48x? +36x =12X(x? — 4x+ 3)=0 < x=0 ou x=1 ou x=3.

Portanto, os pontos criticos de f no intervalo [-1,4] sdo X=0, x=1e Xx=3.

Mas, f(0)=0,
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(—1,37)
(4,32)

(1,5)

(3,—27)

Figura 3: Grafico de f(x)=3x* —16x° +18x? em [-14]

4.5 Concavidade e Pontos de Inflexao

Agora vamos obter algumas informag¢des dadas pela derivada segunda.
Vamos mostrar que o sinal da derivada segunda dara informagdes Uteis quanto a
forma do gréafico de uma fungéao. Isto nos auxiliard muito no esboco do seu grafico.
Além disso, fornecerda também uma outra maneira de caracterizar maximos e
minimos relativos.

Definicao 1 (Concavidade): Seja f uma fungdo derivdvel em um intervalo
aberto I .

e Quando as retas tangentes ao grafico de f no ponto (x, f(Xx)), Vxel, estiver
sempre abaixo do grafico f dizemos que o grafico de f tem concavidade voltada para
cima (ou coéncavo para cima) em | . A concavidade para cima ser4 indicada por U .

e Quando as retas tangentes ao grafico de f no ponto (x, f(x)), Vxel, estiver

sempre acima do grafico f dizemos que o grafico de f tem concavidade voltada para

baixo (ou concavo para baixo) em | . A concavidade para baixo sera indicada por ().
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concavidade para cima

concavidade para bairo

Figura 1: Representagdo gréafica da concavidade

Observacao 1: Observe que, quando a inclinagao da reta tangente ao grafico
de f no ponto (x, f(x)) passa de negativa (inclinada para a esquerda) para positiva
(inclinada para a direira), a medida que xe | cresce entao o grafico de f tem
concavidade voltada para cima em | . Isto significa que, se f’ é crescente em |
entdo o grafico de f tem concavidade voltada para cima em |. Analogamente,
quando a inclinacao da reta tangente ao grafico de f no ponto (x, f(x)) passa de
positiva para negativa, a medida que xel cresce entdao o grafico de f tem
concavidade voltada para baixo em 1. Isto significa que, se f’ é decrescente em |

entdo f tem concavidade voltada pra baixo em | .

A observacao 1 sugere o seguinte teorema:
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Teorema 2 (Teste da 2? derivada para Concavidade): Seja f uma fungao
continua no intervalo fechado [a,b] e derivavel até a 2% ordem no intervalo aberto
(a,b), exceto possivelmente num ponto critico ce(a,b) de f .

e Se f"(x)>0, Vxe(ab), entdo o grafico de f tem concavidade voltada pra cima em
(a,b) .

e Se f"(x)<0, Vxe(a,b), entédo o gréfico de f tem concavidade voltada pra baixo em
(a,b) .

Demonstracao: Como [f'(x)]'=f"(x) >0, Vxe(ab), entdo, pelo teste da 1°
derivada para crescimento/decrescimento aplicado a funcédo f’, temos que f’' é
crescente em (a,b). Dai, o grafico de f tem concavidade voltada para cima em

(a,b). E analoga a parte (i).

Observacao 1: O teorema 2 diz que podemos obter informagées sobre a
concavidade de f estudando o sinal da fung¢ao f” (funcdo derivada segunda de
f).

Definicao 1 (Ponto de Inflexdo): Um ponto P(c, f(c)) no gréfico de f é
chamado ponto de inflexdao de f se f é continua em c¢ e existe um intervalo
aberto (a,b) contendo c¢ tal que uma das seguintes situacdes ocorra:

e f écbncavo paracimaem (a,c) e concavo para baixo em (c,b) .

e f éconcavo para baixo em (a,c) e concavo para cima em (c,b) .

ou seja, um ponto do grafico de f no qual muda o sentido da concavidade.
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Exemplo 1:

(s> f(x9)

06 f5)

Figura 2: Representacéo gréafica de pontos de inflexao

Os pontos (x,, f(x,)), (a, f(a)), (b, f(b)), (c, f(c)) e (Xs, f (X)) S@o pontos de
inflexdo. O teorema a seguir fornece um modo de obter os possiveis nimeros ¢
tais que (c, f(c)) possa ser um ponto de inflexao.

Teorema 3: Se a funcdo f tem um ponto de inflexdo em (c, f(c)) entdo ou

f"(c)=0 ou f"(c) nao existe.

Diretrizes para Determinar os Pontos de Inflexao de uma Fungao f :

e Passo 1: Encontrar Dom(f);

e Passo 2: Encontrar f"(x);

e Passo 3: Encontrar os nimeros x tais que f”(x)=0 ou f"(x) nao existe;

e Passo 4: Estudar o sinal de f"(x) e aplicar o teste da 2% derivada para concavidade.
Verifique se f"(x) muda de sinal nos pontos encontrados no passo 3. Se f"(x)
muda de sinalem x=c e ¢ e Dom(f) entdo (c, f(c)) é um ponto de inflexdo de f .

. Determine:

x*+1  , 1
2 — X T3
X X

Exemplo 2: Considere a fungao f(x) =

e 0s pontos criticos de f ;

e osintervalos onde f é crescente ou decrescente;

e 0s extremos relativos de f , se existirem;

e osintervalos onde o grafico de f é cOncavo para cima ou cOncavo para baixo;
e o0s pontos de inflexdo de f , se existirem.
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Solugd@o: Dom(f) =R -{0}, f'(x)=2x - -
X

Observe que f’(0) nao existe, mas como 0 ¢ Dom(f) temos que Xx=0 n&o é ponto

criticode f .Dai, Xx=1 e x=-1 sdo os Unicos pontos criticos de f .

Facamos o diagrama para estudar o sinal de

4 2 2
i =2x- 2 =2C=D 2006 +D

| 74 L

Y

Sinal de f'| =) -1 &) 0 ) 1 )

Figura 3: Diagrama da relacdo de f’' com a f

Portanto, f ¢é decrescente nos intervalos (-«,—1], (0,1] e crescente nos
intervalos [-10), [1,+x).

Pelo teste da derivada primeira para determinacao de extremos, temos que
f tem minimo relativo em x=-1 e também em Xx=1 (ou, equivalentemente,
f(-)=f(@=2 & um valor minimo relativo de f . Note que f ndo tem um
maximo relativo em X =0, pois este ndo & ponto critico de f .

4
Temos que f"(x) =2+%:M. Observe que f”(0) ndo existe, mas
X

X4

0 ¢ Dom(f).

Facamos o diagrama para estudar o sinal de f"(x):

| 7V AU
Sinaldef”| (+) o ()

Figura 6: Diagrama da relacdo de F com a f .

f"(x) >0 nos intervalos (—=,0), (0,+x). Portanto, pelo teste da 22 derivada
para concavidade, temos que o grafico de f tem concavidade voltada para cima

nos intervalos (—«,0), (0,+x). f n&o tem ponto de inflexao.
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Teorema 2 (Teste da 22 derivada para extremos relativos): Seja ¢ um ponto
critico de f no qual f'(c)=0 e f’ é derivdvel em um intervalo aberto | contendo
c. Entdo, se f’(c) existe e

e se f"(c) >0 entdo f tem um minimo relativo em c.

e se f"(c) <0 entdo f tem um méaximo relativo em c.

2000

Exemplo 3: Encontre os extremos relativos de f(x) = +27%2.
Solucao: Temos que f'(x) = _2200 L+ Arx.
X
Dai, f'(x) = _2200 +47x=0 = 47x° =2000= X = 5200
X \ ~

(Gnico ponto critico de f)

Como f"(x) = 4020

+ 47 segue que

f”3500 _ 4000 +4ﬂ.:4000_i+47z’=12ﬂ'>0-
3 500

V4
3200
b/d

Portanto, pelo teste da 22 derivada, temos que f tem um minimo relativo em

/ . 500, . . - .
X=3 500 , Ou equivalentemente, f (3 —] € o Unico valor minimo relativo de f .
T T

Experimente aplicar o teste da 12 derivada, sera bem mais trabalhoso!

Observacao 2: O teste da 22 derivada para extremos relativos &, as vezes,

mais simples de ser aplicado do que o teste da 12 derivada, pois nao precisamos

analisar o sinal da 12 derivada e nem da 22 derivada, basta apenas saber o sinal da
derivada 22 aplicada no ponto critico. Porém, se ¢ é um ponto critico de f e
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f"(c)=0 ou f”"(c) ndo existe, o teste falha e portanto devemos usar o teste da 1°

derivada. Vejamos dois exemplos para mostrar que o teste falha.

Exemplo 4: Considere a fungdo  f(x)=2x3. Temos que
f'(x) =6x2=0 < x=0 onto critico de f ). Como f"(x)=12x e, dai, f"(0)=0,
nao podemos aplicar o teste da 22 derivada para extremos relativos. Observe que

f(x)=2x3 nao tem maximo nem minimo relativo. Esta conclusdo é imediata pelo

teste da 12 derivada.

-
-
L 4

Figura 3: Gréfico de f(x)=2x>

Exemplo 5: Considere a funcdo f(x)=2x*. Temos que

f'(x) =8x3=0 < x=0 (ponto critico de f ). Como f"(x)=24x? e, dai, f"(0)=0,
nao podemos aplicar o teste da 22 derivada para extremos relativos. Observe que
f(x) =2x* tem um minimo relativo em x=0. Esta conclusdo é imediata pelo teste

da 12 derivada.

Figura 4: Grafico de f(x)=2x"
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4.6 Assintotas Horizontais e Verticais

Inicialmente, vamos verificar o que pode ocorrer com o grafico de algumas

fungoes:
b I 1 I
y | Y Iz‘=a
| |
| |
| |
1 R 1 N
al z al z
1 |
| |
| |
| |
| |
|rT=a |
lim f(x)=-+o lim f(x)=—oo
(i) x—a* (ii) x—at
1 1 4
1 Y T=a y
| |
| |
| |
| |
al .'IJ' al T
| |
| |
| |
| |
| |
] I
z-a. .
lim f(x)=+o0 lim f(x)=-o0
(iii) x—a (iv) x—a

Figura 1: Areta X =a ¢é uma assintota vertical do gréfico de f

Definicao 1 (assintota vertical): Dizemos que a reta x=a é uma assintota
vertical do grafico de uma funcédo f se pelo menos uma das seguintes afirmacoes

for verdadeira:
lim f(x)=+o

e Xx—a'

lim f(x)=-o0
e X—a'

lim f(x)=+ow
e X—oa

lim f(x)=-o0
e X—a
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Observacao 1: Devemos ter cuidado em diferenciar o nimero a com a reta

x=a. Observe que uma assintota vertical € uma reta vertical e sabemos que
equacao de reta vertical € da forma x=a.

Exemplo 1: A reta x=-1 é uma assintota vertical do gréafico f(x) = 1 5
(x+1)
) . 1
pois lim ——— =+,
x—>-1" (x+12)
|
I Yy
|
|
|
|
|
|
|
|
|
-1 z
|
Figura 2: A reta X=—1 é uma assintota vertical do grafico de f(x)= 1 >
(x+12)
Observacao 2: Observe que no exemplo 1 também ocorre  lim LI

x—>-1" (x+1)2
Mas, basta que ocorra uma das condi¢des listadas na definicdo 1 para concluirmos
gue, neste caso, X=-1 é uma assintota vertical do grafico de f .

Observacao 3: Lembramos que se uma fungdo f é continua em a entdo

existem lim f(x), lim f(x), lim f(x) e valem f(a). Para que areta x=a possa
X—a x—a* x—a~

ser uma assintota vertical do grafico de f um dos limites laterais da definicao 1

nao poder4 existir e terd que ser representado pelo simbolo de +w ou —«. Dai, se
areta x=a é uma assintota vertical do grafico de f entdo f é descontinuaem a.

Porém, se f é descontinua em a nao podemos afirmar que x=a é uma assintota

vertical do gréfico de f . Por exemplo, a funcao f(x)= X+2 é descontinua em
Xc—4
. = . . - X+ 2 .
—2. Porém x=-2 nado é uma assintota vertical do gréafico de f(x) = , pois
Xc -4
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. .o X+ 2 . X+ 2 . 1 1 . .
lim f(x) = lim = lim ———— = lim =—= (o limite existe).
X—>-2 x>-2x2 -4 x>2(X=2)(X+2) x>-2x-2 4

Também pode ocorrer nos graficos de funcdes a seguinte situacao:

uy "y
L y=1L y=L_L|
_____ R_ - /~
z z
lim f(x)=1L lim f(x)=1L
(i) X—>—0 (ii) X—>+00

Figura 3: Areta y=L é uma assintota horizontal do gréafico de f

Definicao 2 (assintota horizontal): Dizemos que a reta y=L é uma assintota

horizontal do grafico de uma funcao f se pelo menos uma das afirmacoes for

verdadeira:
lim f(x)=L
° X—>—
lim f(x)=L
X—>+00

Exemplo 2: As retas y=2 e y=-2 sao assintotas horizontais do gréafico

f(x)—L pois
\/4x2+3
4% 4x 4x
lim f(x) = lim —— = lim = lim
-0 —o0 2 -0 -0
X—> X—> ’4X +3 X—> 4)(2. 1+i X—> 2|X|- 1+%
4x? 4x
= lim _TAx lim ——% __ —_»
X—>—00 X—>—©
T ax /1+i2 ” 1+i2
4x 4x
e
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lim f(x) = lim —2— = [im 4x — lim 4x
X—>+0 X—>+00 ,4X + 3 X—>+00 4X 1+i X—>+00 2| X|- 1+i
4x2 4x?
= lim — = |im — =2
x—>+oo X—>+00© 3
V 4x2
Ty
e T TR T T oo===
0 .’L"
_________ [ T T T T T T y==2
4x

Figura 4: Asretas y=-2 e y =2 sao assintotas horizontais do grafico de f(x)=

1[4x2 + 3

4.7 Esbogo de Graficos

O processo de esbocgar, no plano Xy, o grafico de uma funcéo continua

ligando um nudmero finito de pontos do seu grafico ndo revela informagdes
qualitativas, como os extremos relativos, a concavidade, os pontos de inflexdo, as
assintotas, etc. Nosso objetivo agora é unir todas estas informacoes dadas até o
momento para esbocar o grafico de uma fungéo.

Utilizaremos a terminologia “esbo¢co completo do grafico de uma funcao” ao
esboco do grafico de uma funcdo com todas as informacdes qualitativas
analisadas, inclusive as assintotas, se existirem.

Exemplo1: Fagca um esbogo completo do gréfico da fungao

x*+1  , 1
=X +—2.

f(x) =

X X
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Solugado: Ja vimos no exemplo 2 da secdo 4.5 que f’(0) ndo existe,
f(-) = f(@ =2 & um valor minimo relativo de f e que f nao tem um maximo

relativo e nem pontos de inflexdo. Além disso, as informacdes sobre o
crescimento/decrescimento e a concavidade sao resumidas na tabela a seguir.

Resumo das Informacoes sobre a funcao f

crescimento/

intervalos decrescimento concavidade
x<-1 (¥) (~)
~1<x<0 (T (~)
O<x<l1 (J,) (~)
x>1 (T (~)
Analisamos agora as assintotas:
- x4(1+14j .
Como Ilim f(x) = lim X +2_ im —— X7 = Jim x%[1+— | = +
X—>—00 X—>—=0 X X—>—00 X2 X—>—0o0 X4
4,4 x4(1+14j !
e lim f(x) = lim 22— im —— X/ jim x®|1+—= | =+
X—>+ 00 X—>+00 X2 X—>+o0 X2 X—>+00 X4

nao existem assintotas horizontais.

Quanto as assintotas verticais devemos analisar apenas se areta x=0 é uma
assintota vertical ja que o Unico ponto de descontinuidade de f é zero. Vejamos:

x4+1

lim f(x) = lim >

x—>0" x—0" X

=+ = Xx=0 é uma assintota vertical do graficode f .

Agora, juntando todas as informacdes acima, podemos obter o esbog¢o de

grafico:
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(-1,2) (1,2)

x4+1

Figura 4: Esbogo do grafico de f(x) =

4.8 Problemas de Otimizacao

Os problemas aplicados de otimizagdo podem ser classificados de duas
formas:

e Problemas que se reduzem a maximizar ou minimizar uma fungédo continua
definida em um intervalo fechado [a,b] . Neste caso, usamos as diretrizes para

determinar os extremos absolutos de uma funcéo continua em [a,b].

e Problemas que se reduzem a maximizar ou minimizar uma funcéo continua
em um intervalo que ndo seja da forma [a, b] . Neste caso usamos o teste da 12

ou da 2?2 derivada para extremos relativos e, se necessério, o esbogo do
gréfico da fungdo.

Diretrizes para resolucao de problemas de otimizacao:

e Passo 1: Leia o problema atentamente;

e Passo 2: Faca uma figura apropriada e identifique as variaveis a serem utilizadas;

e Passo 3: Expresse a variavel a ser maximizada ou minimizada como funcdo de uma
variavel independente;

e Passo 4:.Determine o dominio da funcéo encontrada no passo 3, levando em
consideragao as restrigoes fisica do problemas;

e Passo 5:.Use as técnicas do calculo para obter, no dominio, os extremos absolutos
da funcao;

e Passo 6:.Interprete a solucdo e responda a questao proposta no problema.
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Exemplo 1 [Fonte: Exame Nacional de Cursos/Provao 2001] Duas
cidades, X e Y, estao situadas em lados opostos de um rio, que tem um curso
retilineo nesse trecho, conforme a figura. As duas cidades vao ser ligadas por uma
ponte AB, perpendicular ao rio, de modo que a soma das distancias XA+ AB+ BY
seja a menor possivel. Onde devera ser localizada essa ponte?

Xo

ey

Solucao: Para modelar o problema vamos identificar as variaveis a serem
utilizadas. Denotemos por a a distancia da cidade X a margem do rio, por b a
distancia da cidade Y a outra margem do rio, por | a largura do rio, por P a
projecdo de X a reta, paralela ao rio, passando por Y , por d a distdnciade P a Y
e, finalmente, por x a distédncia da projecao de X a margem do rio ao ponto A,
conforme ilustra a figura 1. Vale observar todas as variaveis envolvidas sao nao
negativas.

X,
a A

e

d—x

Figura 1: Modelagem do problema

Para minimizar XA+ AB+ BY observamos que

XA=+va?+x%, AB=Ae BY =b% +(d-x)? .

Assim, podemos definir a funcédo

L(X) = XA+ AB+BY =+va? +x2 + L+ b2 +(d-x)?, xe[0,d]
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Como L é uma funcao continua definida no intervalo fechado [0,d] temos, pelo
Teorema do Valor Extremo, que L tem méaximo e minimo absoluto em [0,d].
Assim, para minimizar a fungdo L vamos utilizar as diretrizes para determinar os
extremos absolutos de uma fungao continua em intervalo fechado. Vejamos:
2X 2(d —x)(-1L X d-x)(-1

L 2d-06D) GG

L'(x) = =
2\/a2+x2 2\/b2+(d—x)2 \/a2+x2 \/b2+(d—x)2

e

L) =0 o — X W=0CED) o oy o @-x)2 = (d-x)al + <2

Va2 +x2 b2 +(d - x)?
o (xm)z - (m_x)mf@ x2p? +(d - x)?]= (@ -x?(a2 +x?)
< b2x2+x3(d-x)% = a2(d -x)? + x2(d - x)2 <= b2x% = a?(d - x)?
= Vb2 = Ja?(d -2 = bx = a(d —X)
ad

& X=——
a+b

Denotaremos por X, =a—db este ponto. Vamos mostrar agora que X, €(0,d). De
a+

fato, é claro que x, >0. Por outro lado,

0<b = a<a+b = ad<(a+b)d = aa—%<d:> X, <d .
+

Dai, x, =a—db € o Unico ponto critico de L em (0,d) . Note que
a+

L(x,) =y (@+b)?>+d? +, L(O)=vb*+d? +a+ L e L(d)=va® +d® +b + 1.

Deixamos como exercicios mostrar que L(x,) <L(0) e L(x,)<L(d). Com isso,

podemos concluir que L(x,) é o valor minimo absoluto de L em [0,d], ou seja, a
ponte deverd estar localizada a uma distancia a_db da projecéo do ponto X a
a+

margem do rio ao ponto A, conforme ilustra a figura 1.
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CAPITULO 5.INTEGRAGAO

Neste capitulo vamos introduzir o conceito de integral indefinida. Este
conceito é de grande importancia para definirmos o conceito de Integral Definida
gue tera um papel fundamental no calculo de areas e volumes.

5.1 Integral Indefinida

Definicao 1: Dizemos que uma fungdo F é uma primitiva (ou antiderivada)
de uma fungédo f , num intervalo aberto | se, e somente se, F'(x) = f (x) para todo

X em |.

Observagéo 1: Na definicdo de primitiva de uma funcdo, quando n&o

explicitarmos o intervalo | , admitiremos que este seja o dominio de f .

Exemplo 1: Vejamos alguns exemplos:

(i) Se f(x)=2x entdo uma primitiva de f & dada por F(x)=x?, uma vez que
F'(x) = f(x),vxe R. Note que D(f)=R e, portanto assumimos que | =D(f)
,este fato vai se repetir com muita frequéncia.

(i) Se f(X)=2x entdo uma outra primitiva de f & dada por F(x)=x*+1, uma vez
que F'(x)=f(x),vxe R.

(iii) Se f(X)=cosx entao uma primitiva de f ¢é dada por F(X)=senx, uma vez
que F'(x)=f(x),¥xe R.

(iv) Se f(x)= entdo uma primitiva de f é dada por F(X)= VX, uma vez que

1
2/x
F'(x)=f(xX),vxe R.
Neste momento o leitor astuto ja4 deve ter observado que se adicionarmos
qualquer constante a uma determinada primitiva de uma fungcdo ainda teremos
uma primitiva desta mesma funcao. De fato, é o que veremos no teorema que se

segue.
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Teorema 1: Se F é uma primitiva de f em um intervalo aberto | , entdo a funcdo
G, definida por G(x) = F(x) +C, onde C é uma constante qualquer, também é uma
primitivade f em I.

Demonstracao: Com efeito, dado C uma constante qualquer, se F é uma

primitiva de f em um intervalo aberto |, entdo sabemos pela definicdo de

primitiva que F'(x) = f(x),vxel. Assim, G'(X) :(F(X)+C)' =F'(x)=f(x), vxel,

ou seja, G=F +C também é primitiva de f em | . Isto conclui a demonstracéo.

Observacao 2: Uma questdo que precisa ser respondida ¢ a seguinte: Sera
que toda primitiva de uma funcdo f é da forma G(x)=F(x)+C, onde F é uma
primitiva qualquer de f e C uma constante qualquer? Isto é, digamos, por
exemplo, que tenhamos f (x) = 2x, sabemos que F(x)=x*+C, onde C é uma
constante qualquer, € uma primitiva de f . A questao a ser respondida é a seguinte:
Nao haveria outra funcdo G, bem diferente de F, tal que G'=f. Para

respondermos a esta questao precisaremos da conseqliéncia do teorema 3 vista na
secdo 4.3. Para comodidade do leitor, vamos repetir o enunciado e demonstracao
desta conseqliéncia no teorema que segue.

Teorema 2: Seja f uma funcdo derivavel em um intervalo aberto |, tal que

f'(x)=0,vxel,entdao f éconstanteem | .

Demonstracao: Consideremos x,y el tais que Xx<y. Como f é uma

funcéo derivavel em |, em particular, f é continua em [x,y] e derivavel em (x,y),

entdo pelo Teorema do Valor Médio, existe z e (x,y) , tal que

f'(Z): f(y)—f(X)
y—X

Como f'(x)=0,vxel ,entdo f'(z)=0 e assim teremos

(-1 _,
y—X

4
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ou seja, f(y)— f(x)=0= f(y)= f(x). Pela arbitrariedade de x,y e |, resulta que

f é constante em | . Isto conclui a demonstragao.

Agora estamos em condicoes de responder a questdo proposta
anteriormente. E o que fard o Teorema que se segue.

Teorema 3: Se F e G sao primitivas de f, em um intervalo aberto |, entdo

existe uma constante C tal que G(x)=F(x)+C, Vxel, ou equivalentemente,
GX)—F(x)=C, vxel.

Demonstracao: Considere a fungdo auxiliar ¢@:1— R definida por
@(x) = G(x) — F(x) . Note que por hipotese temos que F'(x) =G'(x) = f(x), Vxel .

Assim,
@' (X) =(G(x) - F(x)), =G'(X)-F'(x)=f(x)- f(x)=0,vxel.

Portanto pelo Teorema 2, ¢ é constante em |, ou seja, existe uma constante
C tal que p(x)=C,Vxel = G(X)—-F(x)=C,Vvxel =>GX)=F(X)+C, vxel.

Isto conclui a demonstracao.

Observacao 3: Os teoremas enunciados e demonstrados nos dizem que se
F é uma primitiva particular de f em |, entdo toda primitiva de f em | é da

forma G=F+C, onde C é uma constante qualquer. Assim o problema de
determinarmos as primitivas de uma funcdo f se resume a determinar uma

primitiva particular de f . Isto nos leva a seguinte definicéo.

Definicdo 2: Seja F uma primitiva de f, a integral indefinida de f , denotada

por j f (x)dx, & definida por j f(x)dx=F(x)+C.

Observacao 4: De acordo com nossa definicao o simbolo I é chamado de

sinal de integracdo, f(x) de fungéo integrando e f (x)dx integrando. O processo
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pelo qual determinamos todas as primitivas de uma funcdo é denominado
integracao. Pela definicdo de integral indefinida, concluimos resumidamente que:

(i J.f(x)dx=F(x)+C o Fof

(ii) J. f(X)dX representa a familia de todas as primitivas de f .

Exemplo 2: Vejamos alguns exemplos, onde C é uma constante qualquer.
(i) IZxdx:x2+C
(ii) jcosx dx=senx+C

(iii) J'% dx=+/x+C

5.2 Propriedades da Integral Indefinida

Veremos agora algumas propriedades da integral indefinida que nos permitira
obter integrais de fun¢gdes mais complexas.

Teorema 1: Sejam f,g:l = R — R fungdes e K uma constante. Entéo:
P1) jk f(x)dx:kjf(x)dx

P2) j[f(x)ig(x)]dx:jf(x)dxtjg(x)dx

Demonstracao:

P1) Sejam F uma primitiva de f (isto é, F'= f ) e K uma constante. Entao
KF é uma primitiva de Kf, uma vez que (KF)' = KF’'=Kf . Desta forma, temos

que

jk f(x)dx=k F(X)+C =k(F(x)+C1)=k_[f(x)dx
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P2) Sejam F e G primitivas de f e (, respectivamente. Entdo, F+G é

uma primitiva de f +g,umavezque (F+G) =F'+G'=f + g. Portanto,

J[f (X)+g(x)]dx=[F(x) +G(x)]+C =[F(x) + G(x)]+C, +C,
= [F()+C1+[G() +C,1= [ f () dx+ [ g(x) dx

A demonstracado com o sinal de menos é idéntica e assim a demonstragdo
esta concluida.

Observagéo 1: Para determinarmos a integral de uma fungao precisamos

conhecer muito bem o processo de derivacao, pois o que pretendemos realizar
agora € um processo inverso que exigird muita intuicado. A seguir exibiremos uma
Tabela de Integrais Imediatas a qual usaremos com muita frequéncia.

Tabela de Integrais Imediatas

Nesta tabela admitiremos «,a e C constantes tais que a=-1 e a>0 e

a=l.
(1) [du=u+cC (9) Icosseczudu =—cotgu+C
2) -Edu :|n|u|+C (10) SECU'thdU =secu+C

L u '.

(U du — ut L (11) | cossecu-cotgudu = —cossecu +C
3) v a a+l .. 1

[ dy = 3" C (12) o du =arcsenu+C
“ " Ina )
5) edu=e'+C (13) | 12 du =arctgu +C

.. . 1

senudu =—cosu+C 14) | ———— du=arcsecu +C

© | SN e
(7) | cosudu =senu+C (15) | senhudu=coshu+C
(8) |sec’udu=tgu+C (16) [coshudu =senhu+C

Exemplo 1: Calcule as integrais indefinidas:

(i) _'A(5X4 +6x° +%)dx = I5X4dx + IGXde + ji dx =x® + 2x3 +/x +C
X

2/x
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(ii) I(ex +4secx-tgx)dx = J-exdx+4jsecx- tgxdx =e* +4secx+C

w202

: X 2 2 _ X __1 2 — S
(iv) I(s X~° +Ssec x)dx—IS dx+J‘X2 dx+Isec xdx_In5

]dx ZJ dx+J‘\/1_dx=2In|x|+arQsenx+C

+£+tgx+C
X

Observacao 2: Para calcularmos a integral de fungées mais complicadas

necessitamos de técnicas mais apuradas, ndo podemos confiar apenas na Tabela
de Integrais Imediatas e na nossa experiéncia em derivacao. Nosso objetivo agora é
desenvolver métodos de integracao para facilitar o processo de integracgao.

5.3 Método da Substituicao (ou Mudanca de Variaveis)

Este método se baseia em fazer uma mudanca de variaveis com o objetivo de

f

simplificar a integral que desejamos calcular. Sejam uma fungdo e F uma

f Fr=f

primitiva de ', isto €,

Suponhamos que 9 seja uma funcéo derivavel tal que podemos considerar a

[ 1909900 dx

fungado composta F o9 Nosso problema é calcular a integral

Sabemos pela regra da cadeia que (F og)’(X)=[F(g(X))]'=F'(g(x))-g’(x)’ no

entanto, como F é uma primitiva de f, entdao podemos escrever

(Fog) () =1(9(x))-9'(X)  pesta forma mostramos que 79 ¢ uma primitiva de

[ 1009 dx=F(g(0)+C

f(9(x))-9'(¥)  Assim, podemos escrever:

Na pratica procedemos da seguinte forma:

J' f(9(x)-g'(x) dx(;)j F(U) du = F(u)+C 2 F(g(x)) +C

du = g'(x)dx

(x) Facamos a mudanca de variavel u=g(x) e note que
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I 2xe*" dx
Exemplo 2: Calcule a integral :

Solucao:
Ierxzdx ) Ie”du =e"+C ® .
= = e +C

2 _
(*) Facamos a mudanca de variavel U =X" e note que du = 2xdx

dx

J‘ CO\S/;\/;

Exemplo 3: Calcule a integral

Solucéo:

J'cos xdx
(%) . = )
& &) J-cosu 2du=senu+C sen\/;+C

du =idx 2du =idx

2\/;:> \/;

(*) Facamos a mudanca de variavel u= ‘/; e note que

X2

Exemplo 4: Calcule a integral IXZ +1

dx

Solugao:

IX—de= wdxﬂ-xzﬂdx—j ! dx

X2 +1 x2 +1 x2 +1 X2 +1

1
=|dx— dx=x—arctgx+C
j J‘x2+1 g

du
———(@>0)

Exemplo 5: Calcule a integral '[az +Uu

Solucéo:
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a

du du 1 du
J.a2+u2 _-“ |: u 2 _gj. u 2
a’ 1+(j 1+(]
a (:>

1 u
izj. a 2dwzl 1 dw:larctgw+C :—arctg(—j+c
a 1+w aJl+w a a a

dw=1du

W=
a — du=adw

(*) Facamos a mudanca de variavel

|

e note que

Observacao 1: Um fato importante é que o nome da variavel ndo é relevante

no processo de integracao, mais especificamente, a integral
I f (X)dx = j f (u)du = I f (w)dw = I f (t)dt

dx
Exemplo 6: Calcule a integral -[Xz +2X+5

Solugao:

J‘ dx J‘ dx _ J' dx du 1arctg(£]+ c
X2+2x+5 4+ (2 +2x+1) 22+(x+1)2(;)..-22+u2 5 2 v

1 arctg(x—ﬂj +C
2 2

() Facamos a mudanga de variavel U =X+1¢ note que du =dx

(x) Pelo Exemplo 5, temos o resultado.

2 _ 2 __n2 2
O processo de escrever X“+2X+5=4+(X"+2x+1) =2+ (x+1) 6

denominado processo de “completar o quadrado”.

\V2X—6

dx
Exemplo 7: Calcule a integral '[ X+2

Solucéo:

162 c Vo ad Coordenadoria de
e Educacao Aberta e a Distancia




Licenciatura em Matematica

Calculo Diferencial e Integral |

2X—6
I dX ¢
X+2 _
2
j 2” .uduzzj 2” du=2- wd —
u-+10 u-+10 u?+10
2
(u®>+10)-10 u®+10 1
=2.|—————du=2 du-10 du
I u?+10 Iu2+10 qu 10

{Idu | oy }
- 2{u - %arctg(%) }+ C
? apes e St oo

:2{\/2x—6—marctg]/2286}+c

() Facamos a mudanca de variavel U=+2x-6 e note que

du:#dx:dx=udu

2+/2X—6

Além disso, temos que

u’+6 u?+10
=X

2x-6=U"=x= +2=

5.4 Meétodo de Integracao por Partes

Este método de integragdo consiste em escrever uma determinada integral
como uma soma de uma fungdo com uma outra integral, na esperanca que esta
nova integral seja mais facil de integrar. Vejamos com mais detalhes. Considere
duas funcoOes derivaveis em algum intervalo. Pela regra de derivacdao do produto

entre fungbes temos:

[FOO-g0l = F'()-g() + £(x)-9'(x) = F(x)-9'() =[F(x)- 9T = F'(x)-9(x)
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Integrando ambos os lados desta Ultima equagao, obtemos
[ 109900 0x = [[100- 90T dx— [ 109 g(x) dx
ou equivalentemente,

[ 100909 dx= 100900~ [ 1/00- g(x)x

Observacao 1: Uma observagéo importante é com relagdo & constante de
integracdo que omitimos na Ultima passagem da descricao acima, procedemos
assim porque aparecerao outras constantes no decorrer do processo de integracao
e a soma de todas elas podera ser representado por uma Unica constante que
introduziremos no final do processo. Apos a Ultima integragao, a constante devera
ser introduzida obrigatoriamente.

Observacao 2: Na pratica procedemos da seguinte forma . Digamos que

queremos calcular a integral
[ 109900 0x

Entao facamos Y = f(x)=du=f'(x)dx , v=g(x) =dv=g'(x)dx_

J-udv =uv-— Ivdu

Portanto, podemos escrever , que é denominada de

formula para integracao por partes.

Ixe"’xdx
Exemplo 1: Calcule a integral
Solucao:
1 4 (e 1 1 1 1
Iy ) —xXe¥ — | =—dx =xe® ——Je“x dx =xe*-=e¥*+C=
j xeTdx 2o 3 .3 3 _3 9

e3x
?(3x—1)+C

\"
3%
(*) Por integracéo por partes, temos U =X dv=edx du=dx 3
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2
Exemplo 2: Calcule a integral IX sen x dx

Solucao:
Ixzsenxdx ® —xzcosx+2J'xcosxdx _ —xzcosx+2(xsenx—2jsenxdx):
= —x? oS X+ 2(xsenx +200s X)+ C = 2xsenx + (4 — x*)cos x +C
o u=x?dv=senxdx du=2xdx y=—_cosx

= Por integracao por partes, temos

2) _ _ _
= Por integracgéo por partes, temos U=X dv=cosxdx du=2dx v=senx

Exemplo 3: Calcule a integral jln xdx
Solucao:

1
J.Inxdx ) xInx—jx-—dx xlnx—fdx
= X = = XInx—x+C

du = ! dx
*) por integracao por partes, temos U= InX ¢ dv =1dx X V=X

Exemplo 4: Calcule a integral J.esx sen(2x) dx
Solugao:
1 3x 3 3x
Ie3xsen(2x) dx @ _Ee cos(2x)+§_[e cos(2x) dx @
1 3X 3 3x 3x
) —Ee cos(2x)+E(e sen(2x)—3je sen(2x)dx)

Aparentemente nao houve evolugdo no processo de integracao, entretanto se

denotarmos a integral que desejamos calcular por I, isto &,

| = Ie3x sen(2x) dx , obteremos:
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| = _%e” cos(2x) + g(e3X sen(2x) -31)+C,

. . ,. C L
Note que neste momento introduzimos uma constante aleatéria ~°, pois nao
iremos resolver mais integrais e todas as constantes estavam acumuladas na ultima

integral a ser calculada. Assim, isolando I, obtemos

9 1 3 3 3 13 ax | 3 1
— 1l +1=——e”"cos(2x) +—e*"sen(2x)+C, = —1 =¢e —sen(2x) ——cos(2x) | + C
1 > (2x) 1 (2x) +C, 1 1 (2x) 2 (2x) 0

4 5,13 1 4 1 3
= | =—e”"| —sen(2x) —=cos(2x) |[+—C_, = —e""|3sen(2x) —2cos(2x)|+ C , ond
13[4()2()}13013[() (29]+C, onde

denotamos C = iC0 .
13

3x
jeSX sen(2x) dx = e—[33en(2x) —cos(2x)]+C
Portanto, 11 .
W 3 dv=sen(2x)dx du=3e*dx

= Por integracao por partes, temos u=e

1
V =—=-c0S(2X
> (2x)

(2) 3x _ _ 3x _
= Por integracdo por partes, temos u=e dv = cos (ZX) dx du=3e™dx v=sen (ZX)

_ | = I sec® x dx
Exemplo 5: Calcule a integral

Solugao:
I =Isec3xdx & secx-tgx—jsecx-tgzxdx ) secx~tgx—_[secx-(seczx—1) dx =
=secx~tgx—_[(sec3x—secx)dx=secx-tgx—I +J.secx dx+C,

Portanto,

3
| =secx-tgx—1| +_[SGCX dx +C, (:; | =secx-tgx— I +Injsecx+tgx +C, +C,

I :%[secx-tgx+In|secx+tgx|]+C

_, 21 =secx-tgx+Injsecx +tgx|+C, _,

166 c - ad Coordenadoria de
e Educacao Aberta e a Distancia




Licenciatura em Matematica

Calculo Diferencial e Integral |

1
Isec3 x dx = =[secx - tgx + Injsec x + tg x|+ C
Portanto, 2

1 2
(=) Por integracao por partes, temos u=secx dv=sec®xdx du=secx- thdX v=1gX

(2) 2y _ cpp? 2y _cppy
= Usaremos a Relagdo Trigonométrica: 1+1g° x=sec”x = tg"x=sec’x-1

+ 2

X+ X X X +Secx-tgx
(3 jSGCXdX _J‘sec (secx+19%) dx __J‘SEC secXx-tg
= secx+tgx SecX + tgx

dX ¢ J‘ldw=ln|w|+Cl
=Jw
“ Injsecx +tgx/+C,
(¥) w=secx+tgx = dw=(sec’ X +secx-tgx)dx
Observacao 3: Em todas as integrais indefinidas que haviamos visto pode

ser feita uma verificagcdo ao final do processo de integracao. Para isso, usaremos o
seguinte fato

jf(x)dx: FOO+C _ prog

Vejamos isto neste ultimo exemplo.

Verificacao do Exemplo 5: Vimos que
3 1
Isec X dx = E[secx -tgx+ Injsecx + tgx|]+ C

!

2
E[secx-tgx+In|secx+tgx|]+C} =%{secx-tgzx+secsx+secx tgx+sec X}

Sec X +tgx

= %[secx tg? x +sec® x + 22 X(tgx + sec X)}

sec X + tgx

= % [sec X(tg? x +sec? x) + sec x]

= %[sec x(sec? x —1+sec? X) + sec x]

1
= E[sec3 X —sec X +sec® x +sec x]= sec® x
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Teste o0 seu conhecimento

[ dx ¢ sec’ x
4 dx
11, X 1.4. ¥ COSSecx
| 9 e x? -1
2 dx 7 dx
1.2. ° 1-x 15. <X +1
e 4x° S_ * Inx
4x +3>3( 2X dx _dx
1.3. J X 1.6. J xInx
2. Encontre uma fungao f talque f'(X)+senx=0e f(0)=3.
3. Nos exercicios que se seguem calcule as integrais.
F 2X
31 dx cosvXx+1
2 3.11. ——dx
3.2 ) tgxdx 312, |J/x-Inxdx
[ 5.2 6 .
3.3. ] (2X +2X — 5) . (2X +1) dx 3.13. (X _1)efxdx
[ [.2 4 .
3.4. | X® —2x" dx 310, [ x%e*dx
ol ex .l 2
3.5. ——dXx 315, | x°e* dx
Je +4 .
. 3
3.6, arctgzx dx 316, |sen'x dx
J 1+X
< dx 3.17. | cossec® x dx
3.7. > .
J16+x
2 3.18 E elX dx
3.8. dx I
[ X >
3.19. | xarctgx dx
[V X+3 ’
3.9. dx .
s x-1 3.20. |e* cos(4x)dx
'l ex *
310. | —
Je +16
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5.5 Integracao por Substituicao Trigonométrica.

Suponhamos que desejamos calcular uma integral onde o integrando contém

expressoes da forma va’>—u?, vaZ+u? ou Ju?—a’, onde admitiremos a>0.
Nestes casos, quando nao for possivel uma substituicdo simples, podemos
remover o radical com substituicdes trigonométricas convenientes.

(i) A funcao integrando envolve a expressao a?—u?

Neste caso, podemos fazer a substituicdo U=asen@. Assim, du =acos@ d@, e desta
forma podemos escrever:

Ja?—u? =./a’ — (asen @)’ = /a’(1—sen’ 6) =~/a’cos’ & = acosd

(ii) A fungao integrando envolve a expressao a’ +u?

Neste caso, podemos fazer a substituicdo U=atgé. Assim, du =asec’£#dé, e desta
forma podemos escrever:

Ja? +u? =,/a’ + (atgh)® =.a’(L+1g? ) =/a’sec’ @ = asecd

(iii) A fungéo integrando envolve a expressao u®-a’

Neste caso, podemos fazer a substituicao U =asecd. Assim, du =asecd-tgldda, e
desta forma podemos escrever:

Ju? —a® =./(asech)? —a® =.Ja’(sec’ O -1) =/a’tg’ @ =atgd

Vejamos alguns exemplos para esclarecer o procedimento.

Va4 - x?
v dx

Exemplo 1: Calcule a integral I

Solucéo:

J../4 X2 (*)Ju/4 (2sen9)? sé’d@:JWM(l sen 9

(2sen6)? 4sen?

2c0s@
4sen’ @

€05 5 050 do = I4C°S 9 40

4sen? O

J'\/4cos

2c0s0 dO = j
4sen’ @

2
ZI(ﬁJ dgzIcotgzede=I(cossec2¢9—1)d¢9
senéd
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=Icossec26 de—jde =—cotgfd—-0+C

_ 2
=— 4-x —arcsen(§]+c
X 2

(*) Fagcamos a substituigdo X =2send = dx=2cosddd

2
Além disso, cotgé = C0S0 _ va=X e @=arcsen| X |.
send X 2

Observacao 1: Havendo dificuldade para retornar a variavel original X, faga
cateto OpOStO_ 5

uso de um triangulo reténgulo que satisfaz a relagao sen@ = — =—..
hipotenusa 2

Exemplo 2: Calcule a integral J‘\/4+ X2 dx

Solugao

(%)
J'\/4+ XZdx — J-\/4+(2tge)2 256?60 d6 = I,/4+4t926’ 256?60 d6 =
=J‘w/4(1+tg2 0) -2sec’ 6 d0=IV4sec20 -2sec?0 do

(%)
—IZSeCH .2sec’ 6 d@ = 4Isec 0 do =

9 2lseco - tg0 + Injsecd + tgéf] + C

5 X 4+x ‘x+\/4+x ‘

S e |

(*) Fagamos a substituicao X = 2tgfd = dx = 2sec® 0d6 Além disso, tge—5

V4 + X
o

I\)

secd =

1
(**) Vimos no exemplo 5 da segdo 5.4, que Isec3 X dx = E[secx -tgx + Injsecx + tg x|]+ C
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Observacao 2: Havendo alguma dificuldade para retornar a variével original X,

faca uso de um triangulo retédngulo que satisfaz a relagao

__catetooposto _ x
catetoadjacente 2

Exemplo 3: Calcule a integral .[\/ x> —4 dx

Solucao:

V-4 ox 2 [(2seco)? ~a - 2sec0-tgodo = [ a(sec* 6-1) -25ec0-tgodo =
=J‘\/4t9729-23ec«9-t96’ d6=4J-sec6’-tgzt9d0=
:4jsec0-(sec26?—1) do= 4Isec39—sec¢9 do=

=4Isec3¢9 d9—4J.seC¢9 do=

= 2[sec6?-tg¢9+ In|sec & + tg¢9|]—4ln|sec¢9+ tgd+C =

xvxt—4 I|x+\/x2—4|
2 - n‘ > ‘ +C

(*) Fagamos a substituicdo X =2secd = dx =2secd-tgdda Além disso,

VX2 -4
2

= 2Jsecd- tgH - Injsec6 + tgd]]+ C 2 2{

tgl =

X
e secld =—.
2
(**) Vimos no exemplo 5 da segao 5.4, que ISGCXdX = In|secx+ tg X| +C,

e Isec3 X dx = %[secx~tgx+ In[sec x + tgx|]+ C

Observacao 3: Havendo alguma dificuldade para retornar & variavel original
X, faca uso de um tridngulo retédngulo, construa o tridngulo retdngulo com a
informacéo de que

secd — 1 _  hipotenusa _ X

cos® catetoadjacente 2
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5.6 Integracao por Fracoes Parciais

Inicialmente, lembremos que uma funcado racional é, por definicdo, o
qguociente entre duas fungdes polinomiais, isto &,

onde p(x) e g(x) sédo fungdes polinomiais. Vale ressaltar que algumas fungoes

racionais simples podem ser resolvidas por processos de integracdo vistos
anteriormente, como, por exemplo, as integrais

J.izdx,J. 21 dx,I 22X der.Z;dx
X X°+16 X +4 X +6X+13

Nesta secdo vamos apresentar um metodo de integracdo, denominado

“Integracdo por Fracées Parciais”. Este método se baseia em escrever a fungao
racional como soma de fracbes mais simples, na esperanca de facilitar a integracgao,
integrando as fracoes mais simples. Para isto, usaremos um resultado da Algebra,
gue é dado no teorema que se segue.

Teorema 1: Todo polinbmio, com coeficientes reais, pode ser escrito como um

produto de fatores lineares e/ou quadraticos irredutiveis, todos com coeficientes
reais.

Demonstracao: Nio veremos a demonstragdo neste curso para nao
desviarmos de nosso objetivo imediato que sao as técnicas de integracdo. Nao
obstante, o estudante verd a demonstragdo em um curso de algebra mais adiante.
Dividiremos o nosso estudo em quatro casos, dependendo de como o
f(x)=M,

q(x)
Admitiremos no que segue que o grau de p(X) é menor que o grau de q(X), isto &,

denominador (q(x), da fungcao racional seja decomposto.

op(x) <aq(x), se isso nao ocorrer, fagamos a divisdo inicialmente, e desta forma
voltaremos aos casos tradicionais. Mais precisamente, se 0p(X)>dq(X) entdo
existem polindmios m(x) e r(x) tais que p(X)=qg(x)-m(x)+r(x), onde
or(x) <oq(x), assim obtemos

_ (P o faG)-mx)+r(x) r(x)
If(x)dx— q(X)olx_j e dx—jm(x)dx+ dex,onde

or(x) <aq(x) .

Outra simplificacao atil em nosso estudo é admitir que o polinémio q(x)

possui coeficiente do termo de mais alto grau igual a 1, se isto ndo ocorrer divida o
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)
q(x)

numerador e o denominador da funcao racional f(x)= por este fator.

Passemos aos casos.

(Caso 1) q(x) € um produto de fatores lineares distintos.

Neste caso podemos escrever ((x) na forma q(x) =(x—a)(Xx—a,)A (x—a,),
desta forma o Teorema das fracées parciais estabelece que existem constantes

PO __ A A . A

q(x) x—-a x-a, X—a,

A,A A LA tais que f(X)=

Estas constantes serdo determinadas conforme o exemplo abaixo. Dai
teremos:

Jf(x)dx POY g (A B a e A gy
() X—a, X-a, X—a,

A& dx+ B dx +A + idx=
X—a, X—a,

=A1Jx—l

=AInjx—a|+A In[x—a,[+A + A Inx—a,[+C

a‘1dx+Azj)(_1 2

1
3 5 dx
X°—6X°+11x -6

Exemplo 1: Calcule a integral I

Solucao:

(*)I;/ h

Jesrms e
—6X° +11X — 6 (X=D(x-2)(x— 3) —2 X—-3

:1"‘ 1 dx—j ! dx+1 1 dx =
2J x-1 X—2 2J x-3

2
:1|n|X—]J—|n|X—2|+lIn|x—3|+c - In@ LK
2 2 X—2
1 A B C )
(*) =—+ + = A(x-2)(x=3) +B(x-1)(x—3) +C(x-1)(x—2) =1

x-D(x-2)(x-3) x-1 x-2 x-3
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e Para Xx=1,temosque 2A=1= A=

N |~

e Para X=2,temosque — B=1=B=-1

e Para x=3,temosque 2C=1=C =

N |-

N T

x-D)(x-2)(x-3) x-1 x-2 x-3

Desta forma, podemos escrever

Note que, neste caso, ndao é aconselhavel multiplicar os fatores e fazer
identificacdo de polindbmios, daria mais trabalho. Nao obstante, se assim
procedermos, obteriamos o mesmo resultado.

2
Exemplo 2: Calcule a integral J. —18xT 38X =23 4

6x +11x—6

Solug@o: Como o grau do numerador, p(X), é maior que o grau do

denominador, q(X), efetuamos inicialmente a divisao dos polinémios, para obter:
x* —2x% —13x? +38x— 23 = (x + 4)(x® —6x° +11x —6) +1

Assim,

dx =

J‘x4—2x3—13x2+38x—23 J‘(x+4)(x —6x° +11x—6) +1
x> —6x° +11x—6 6x° +11x—6

1
dx=I(x+4)+ S B pol

Vx% —4x+3

X—2

J‘(x+4)(x —6x° +11x—6) +1
6x*>+11x—6

Exemplol 2
:'[(x+4) dx+j 3 21 dX = ~ 44x+In
X —6X"+11x—-6 2

+K

(Caso 2) q(x) € um produto de fatores lineares distintos, alguns dos quais
repetidos.

Se um determinado fator linear de ((X), digamos X—a, tem multiplicidade k,

a esse fator correspondera uma soma de fragdes parciais da forma

— A A —— A A

x—a (x—a)y? = (x- a)kl (x—a)*
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Estas constantes podem ser determinadas conforme o exemplo que se segue.

3x> —7x+5
5_5x*+8x—4

Exemplo 3: Calcule a integral I
X

Solugao: O primeiro passo ¢ decompor o denominador da fungéo racional.
Vejamos, x®—5x?+8x—4=(x—-1)(x—2)>. Desta forma o denominador é um

produto de fatores lineares distintos, alguns dos quais repetidos. Assim,

3x? —7x+5 3x% —7x+5 3x2-7x+5
I T dX = | ————— dx :J—zdx
X* —5x“ +8x—4 (x=1(x-2) (x-D(x-2)

© 3

=In|x—]1+2|n|x—2|—n+K

I—dx+2j— dx +3 x—2)2

In‘x —5x* +8x— 4‘——2+K

A -7x+5 A B C

D=2 x-1 x-2 (x=2¢ A(x=2)* +B(x=1)(x-2) +C(x-1) =3x* = 7x+5

(*)

. Para X =1, temos que A=1
o Para Xx=2,temos que C =3
o Para X =3, temos que A+2B+2C=11=2B=11-7=B=2

3x*—7x+5 1 2 3
Portanto, podemos escrever 5= + + .
x=D(x-2)° x-1 x-—-2 (x-2)

(Caso 3) q(x) € um produto de fatores lineares e quadraticos irredutiveis,

sendo que os fatores quadraticos nao se repetem.

Neste caso, para cada fator quadratico irredutivel (A=b®-4c <0) da forma
, - . Ax+B
X*> +bx+c, correspondera uma fragdo parcial da forma ————— Estas
X“+bx+c

constantes podem ser determinadas conforme o exemplo que se segue.

Exemplo 4: Calcule a integral IX+—X+1 dx
X+ x*+x-3

Solugéo: O primeiro passo é decompor o denominador da funcgao racional.

Vejamos, x3+x*+x—3=(x—1)(x*+2x+3). Desta forma, o denominador é um

produto de fatores lineares e quadraticos irredutiveis. Assim,
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X2 +x+1 X2 +x+1 = 1 1 X+1
jsz—dx= 5 dx = +— dx =
X"+ X" +x-3 (x=1)(x"+2x+3) 2J\x-1 x°+2x+3
:1_.. 1 j 2X+2 = 1In|x—]4+lln‘x2+2x+3{+K=
NG +2x+3 2 4

_ In‘«/x—l-“\/xz +2x+3‘+ K

+x+l X 4x+1 A Bx+C
XC+x?+x-3 (X-D(x*+2x+3) x-1 x*+2x+3

(*)

= AX® +2x+3)+ (x—1)(Bx+C) =x* + x+1

= (A+B)X*+(2A-B+C)x+(BA-C)=x*+x+1

A+B =1
Fazendo a identidade dos polindmios, obtemos o sistema: <2A-B+C=1
3A-C =1

2
cuja solugao é dada por A=B=C = % Portanto, podemos escrever 3X tx+d

X2+ x> +x-3
1/ 1 X+1
= — =+ 5
2\x=1 X°+2x+3

(Caso 4) q(x) € um produto de fatores lineares e quadraticos irredutiveis,

sendo que alguns dos fatores quadraticos se repetem.

Neste caso, para cada fator quadratico irredutivel (A=b?—-4c<0) da forma

x> +bx+c, que se repete com multiplicidade k, corresponderd uma soma de
fracOes parciais da forma

A&X+B1 A X+ B, PA 4 A X+ B,

x> +bx+c (x2+bx+c)2 (x? +bx +¢)*

Estas constantes podem ser determinadas conforme o exemplo que se segue.

Xt +4x% +x-2

Exemplo 5: Calcule a integral I

XC=x*+2x* —2x% +x—1
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Solugao: O primeiro passo ¢ decompor o denominador da fungéo racional.
Vejamos, x°—x*+2x®—2x*+x—1=(x—-1)(x* +1)*. Desta forma o denominador é

um produto de fatores lineares e quadraticos irredutiveis que se repetem. Assim,

J' X' +4x* +x-2 dx — x4+4x2+x—2 (_J- 2x+43
x> —x*+2x° —2x* +x -1 (x—1)(x2+1)2 x—1' (C+1)
1 2x+3 1 2x+3 1
= dx= dx = 3| ——d
-[(x 1708 +1)j i +I(x2+1) -J x—1 X+I 1) dxt j(x2+1)2 X
(=)
= In|x - 3(arctgx+ ZX )+ K,
2 X“+1
*) X +4x2+x-2 _x*+4x°+x-2 _ A Bx+C Dx+E

= = + +
X=xt 23 -2 +x-1 (x=-D(X*+1D* x-1 x*+1 (X*+1?
= A(X? +1)% + (BX +C)(X —=)(x* +1) + (X —1)(Dx+ E) = X* +4x* +x—2

= AX +2X° +D) + (BXx+C)(X* = xX* + X =1+ (X —1)(DX+E) =x* +4x* + x -2

= (A+B)x* +(-B+C)x* +(2A+B—-C + D)X’ +(-B+C —D+E)x+(A-C—E)
=X +4x*+x-2

A+B=1

-B+C=0

Fazendo a identidade dos polindmios, obtemos o sistema: <2A+B-C+ D=4

-B+C-D+E=1
A-C-E=-2

Cuja solucdo é dada por A=1, B=C=0, D=2 e E=3_ Portanto, podemos

X' +4x% +x-2 A Bx+C Dx+E 1 2X+3
escrever ————————— = +— 2 e T e
XT=X"+2x"=2x"+x-1 x-1 x"+1 (x*+1)° x-1 (x°+1)
®
(**)J' 21 : J'sec fdeo J' 1 40 — Icos 0do— J‘1+c0529d9
(x +1) sec’ @ sec’ @
:Q+lsen26?+K0:Q+lsen¢9-cos¢9+Ko=1arctgx+1 — + K,
2 4 2 2 2 x“+1

Fazendo a substituigao trigonométrica x =tgé = dx =sec’ 0 d@
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5.7 Substituicoes Diversas

Nesta se¢cao veremos algumas substituicoes especiais que podem ser usadas
para resolvermos determinadas integrais. Veremos varios exemplos onde
usaremos algumas dessas substituigdes.

Exemplo 1: Calcule a integral ICOSS X dx

- )
Solugao: Icoss Xdx = j(cosz X)?-cos x dx :_"(1—sen2 X)?>-cosx dx =

5 _ 2 \\2 _ 2 2 (:)
cos’ xdx = | (cos” x)“-cosx dx =| (1—sen” x)“-cos x dx =

*)
= I(l—uz)zdu =J-(1—2u2 —u*)du=u —§u3 —%u5 +C=

() 2 3 1 s
:senx—gsen x—gsen x+C

(*) u=senx=>du = cos xdx

Exemplo 2: Calcule a integral Isen“ X dX.
Solugao:
2
Isen"’ xdx = I(senz x)? dx %(#J dx = %I(l— 2¢0s 2X + €0s2 2x) dx

1+ cos4x

= 1".(1—20052x+ )dx=§Idx—1jc052xdx+ljcos4xdx=
4 8 2 8

:§x—£sen4x+isen4x+c

8

Neste exemplo nao fizemos nenhuma substituicdo, procedemos de maneira
direta. No processo de integracao é importante adquirir tal habilidade.

Exemplo 3: Calcule a integral Itg3 x dx

Solucéo:
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Itg3xdx:jtgx-tgzx dx:jtgx-(seczx—l) dx:jtgx-seczx—tgx dx =
92
jtgx sec® x dx — Itgxdx_ 5 —Injcos x| +C

Observacao: Quando temos uma integral da forma IR(COS X,sen x)dx , isto é,

o integrando é uma funcao racional de senx e C0SX, devemos fazer a seguinte

substituicdo t = tgg = x=2arctgt = dx = ) 2t2 dt.
2tg5 1—tg25 2
P 2t 2 1-t
Além disso, como senx = < =senx= X = C0SX= 5 -
1+tgzE +t 1_|_,[gzE 1+t

Assim, quando utilizamos esta substituicao podemos fazer uso das férmulas

2
5 cosx=1 t2.
+t 1+t

dx = 2 5
1+t

Vejamos esta substituicdo no exemplo que se segue.

Exemplo 4: Calcule a integral I _
3+5c0s X

)
Solugaoj J' 1 I . =—J‘2idt=
3+5003x 1-t? 1+t 8-2t t° -4
3+9 5
1+t
X
tg—+2
(%) ()
t+2 — 4 th—Z

(*) Fazendo a substituicdo t = tgg = x=2arctgt = dx = 1 2t2
+

1—t?
e COSX = >
1+t

senx =
1

t2

4 |t+2

+C

fragbes parciais, temos I

t2
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Teste o seu conhecimento

1. Calcule as integrais dadas.

< o 2

1.1. 92sz dx
R

1.2, — = dx
T3 +4

130 [ dx
I x3x*-16
* X—2

1.4.
Jx*-3x*—x+3
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1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

cx3+3x-1

dx
x* —4x?

* 2x2 +5x+4

———dx
X+ x2+x-3

3 X+1
X (X2 +2x +3)°

r dx

Sen X+ Cos X + 2
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5.8 Area e Integral Definida

Agora vamos introduzir o conceito de integral definida. Veremos as
propriedades das integrais definidas e veremos o Teorema Fundamental do Célculo
gue é a pecga chave de todo o Calculo Diferencial e Integral, pois é o elo de ligacdo
entre as operacoes de derivacao e integracdo. Veremos dentro das aplicacoes da
integral, o célculo de areas entre curvas e volumes de sélidos de revolugao.

Considere uma fungéo continua e nao negativa f . Desejamos analisar agora

o problema de definir a &rea A de uma regido plana S, delimitada pelo gréafico de
f , pelo eixo dos X e pelas retas X=a e x=Db, conforme figura 1.

a b &

Figura 1: Area sob o graficode f,de a até b.
Para calcular esta area, considere uma particdo P do intervalo [a,b] , isto é,
uma subdivisédo do intervalo [a,b] em n subintervalos, escolhendo os pontos
aA=Xy <X <X <A <X_, <X <A <X,=b.
Com o objetivo de entender a defini¢cdo, considere também Ax, =X, — X,
o comprimento do intervalo [x,_,,x].

Além disso, em cada um destes intervalos [x, ,, %], escolhemos um ponto

qualquer c;.
Para cada i, i =1,A ,n, construimos um retdngulo de base Ax; e altura f(c,).

A soma das areas dos N retangulos, que denotaremos por S, é dada por
S, = F(C)AX + F(C)A% +A + F(c,)Ax, = > f(c)Ax
i=1

Esta soma é denominada soma de Riemann da fungao f . Note que a medida

que n cresce muito e cada Ax,, i=12,A ,n, torna-se muito pequeno, a soma das
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areas retangulares aproxima-se do que entendemos intuitivamente como sendo a
area da regiao plana S.

Definicao 1: Seja f uma funcéo continua e ndo negativa em [a,b]. A 4rea sob a

curva y= f(x), de a até b, é definida por

méx A x; -0 max Ax; -0

A= _lim s = lim > f(c)Ax
i=1

onde, para cada i =12,A ,n, ¢, é um ponto aleatdrio do intervalo[x;_,,x].

Observacao 1: Podemos provar, ndo o faremos aqui neste curso, que o

limite da definicao anterior existe e € um niumero ndo negativo.

Definicao 2: Seja f uma fungao definida no intervalo [a,b] e seja P uma particao

b
qualquer de [a,b]. A integral definida de a até b, denotada por If(x)dx, ¢é dada
a

b L b
por If(x)dx= ,IAim 0Zf(ci)AXi , desde que o limite exista. Se If(x)dx existe,
a DR = ) a

dizemos que f éintegravel em [a,b].

Observacao 2: O simbolo I foi introduzido por Leibniz e ¢ chamado de

b

sinal de integragdo. Na notacdo de integral definida, If(x)dx, os nimeros a e b
a

sao denominados limites de integragéo, mais precisamente, a € denominado limite

b
inferior e b de limite superior. Além disso, quando If(x)dx é integravel em [a,b],
a
b
temos que If(x)dx € um numero real e ndo depende da varidvel utilizada para
a

b b b
integracédo, desta forma podemos escrever, I f (x)dx =I f (t)dt =I f (w)dw, isto é,

podemos usar qualquer simbolo para representar a variavel independente.
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Observacao 3: Uma observagdo de grande importancia é que se f &

continua e nao negativa em [a,b], as definicobes de area e integral definida

b
coincidem e portanto temos que A=j f (x)dx, isto &, a integral definida representa
a

a area da regido sob o graficode f,de a até b.

A
V

A:jbf(x)dx

“v

Figura 2: Areasob f,de a até b.

Observacao 4: No que segue, quando usarmos um intervalo [a,b],

admitiremos a<b.

Definigao 3: Suponhamos que f ¢é integravel em [a,b]. Entéo,
a b
(i) J'b f(X)dx = — Lf (x)dx

(i) Se f(a)existe, entdo Iaf (x)dx =0

Teorema: Se f é continua em [a,b], entdo f é integravel em [a,b].

Demonstracao: Nao ser4 feita neste curso. Nao obstante, o estudante vera

esta demonstragdo num primeiro curso de anélise na reta que fara futuramente.
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5.9 Propriedades da Integral Definida

Agora, listaremos varias propriedades da integral definida. Nao é o nosso
objetivo demonstrar estas propriedades, apenas usa-las. O leitor interessado na
demonstracao destas propriedades encontrara nas bibliografias listadas abaixo.

Teorema 1: Se f é uma fungéo integravel em [a,b] e k é um ndmero real
arbitrario, entdo kf é uma também uma funcéao integravel em [a,b] e

Lbk- f(x)dx:kjabf(x)dx.

Teorema 2: Sejam f e g funcdes integraveis em [a,b], entdo f +g é integravel
em [a,b] e

ﬁ f(x)+g(x)]dx = Lbf (X)dx + I:g (x) dx

Observagéo: O teorema 2 pode ser generalizado para a soma de um ndmero

finito de funcdes e podemos escrever
b b b b
j[fl(x)+ £,(x)+A + f (x)]dx =j fl(x)dx+J. £,(x)dx + A +j f (x)dx
Além disso, o teorema também é valido para diferenca de funcao

[T (0-g001ax= [ Tk [90ox

Teorema 3: Suponhamos que a<c<b e f é integravel em [a,c] e em [c,b] ,
entdo f éintegravel em [a,b] e

Lbf (x) dx = If (x)dx + ff (x) dx
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Teorema 4: Seja f uma funcéo integravel em [a,b] tal que f(x)>0, Vx<[a,b] ,
entao

_[:f (x)dx>0

Teorema 5: Sejam f e (@ fungdes integraveis em [a,b] tais que
f(x) > g(x), Vxe[a,b] , entao

_[:f (x) dx > ng (x)dx

Teorema 6: Se f ¢ uma funcao continua em [a,b], entdo

‘ Ibf (x)dx|< ﬁ £ (x)]dx

Teorema 7: Se f é uma funcgao continua em [a,b], entdo existe um ponto C entre

a e b tal que

jbf (x)dx = (b—a) f (c)

Teorema 8: Se f ¢é uma funcdo continua em [a,b], tal que
m< f(X) <M, Vx e[a,b], entao

m(b—a)sjbf (x)dx < M (b —a)
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5.10Teorema Fundamental do Calculo

O Teorema Fundamental do Calculo estabelece uma conexdo entre os dois
ramos do cdlculo: o calculo diferencial e o calculo integral. O Calculo Diferencial
surgiu do problema da tangente, enquanto o calculo integral surgiu de um
problema aparentemente nao relacionado, o problema da éarea. O Teorema
Fundamental do Calculo da a precisa relacao inversa entre a derivada e a integral.
Foram Newton e Leibniz que exploraram essa relacdgo e usaram-na para
desenvolver o céalculo como um método matematico sistematico. Em particular,
eles viram que o Teorema Fundamental do Célculo os capacitou a computar areas
e integrais muito mais facilmente, sem que fosse necessario recorrer a definicao
diretamente.

Teorema 1: Seja f uma fungao continua em [a,b], entdo a fungdo G:[a,b] - R,
definida por G(X) = j F)dt, é derivavel em [a,b] e G'(X) =% I Fydt=f(x),
Vx e[a,b].

Demonstracao: De fato, dado x €[a,b], temos

I M dt— fo () dt j “f(tydt+ If (t)dt - fo Odt

G(x+h)-G(x) _

G'(x) = lim lim 2a — lim 2
h—0 h—0 h h—0 h
ft)d
t)at (=9
= lim Zim O it © f(x)
h—0 h h—0 h—0

(*)Como f é continuaem [@,b], em particular o ser4d em [X, X+ h], entdo pelo Teorema

x+h
7, existe Z € (X,X+h) talque | f(t)dt=f(z)(x+h-x)= f(2)h.
X
(**) Além disso, como z esta entre X e X+h, segue que Z— X quando h—0. Entdo

pela continuidade da fungao f ,temos que lim f(z) = f(limz) = f(x).
h—0 h—0

Note que se X for a ou b, considere os limites laterais adequados. Isto
completa a demonstragao.

Agora, estamos em condigbes de estabelecer o principal teorema do célculo
integral denominado Teorema Fundamental do Calculo.
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Teorema 2 (Teorema Fundamental do Calculo): Sejam f uma funcéo continua
em [ab] e F uma  primitiva  de f em [a,b], entéo

J'b Fdx=[FL = F(b) - F(a) .

Demonstracao: Como f é uma funcdo continua em [a,b], entdo pelo

Teorema 1, segue que G(x):If(t)dt é uma primitiva de f em [a,b]. Seja F

uma primitiva de f em [a,b], entdo existe uma constante C tal que
F(x)=G(x)+C, ¥xe[a,b].

. b

Note agora que G(a):J.f(t)dt —0e G(b) = I f(t)dt,

Assim, temos que
F(b)-F(a)=(G()+C)—-(G(a)-C) =G(b) -G(a) = Ibf (t)dt-0= jbf (t)dt.

Isto conclui a demonstragao.

1
Exemplo 1: Calcule a integral Ixzdx
0

1 3 1
Solugao: J.xzdx={%} =%—0=%. Note que, como a funcdo f(x)=x> é
0

0

continua e nao negativa em [0,1], resulta que a area sob o graficode f,de 0 al,é

igual a l
3

/2
Exemplo 2: Calcule a integral J‘COSXdX
0
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/2
Solugao: Icosxdx=[senx]§/2:1—0=1. Note que, como a fungéo
0

, . - . /4 , -
f (X) =cosx é continua e ndo negativa em {OE} , resulta que a area sob o gréfico

de f,deOa%,éigualal.

[ ox
j >— dx
X“+1
Exemplo 3: Calcule a integral ©

Solucdo: Neste caso, temos dois procedimentos para calcular a integral.
Vejamos em detalhes estes procedimentos.

Primeiro Procedimento: Calculamos, inicialmente, a integral indefinida

sz dx.
X“+1

() (*)
I 2X dx = 1_[Edu =1In|u|+C = 1In(x2 +)+C
X +1 2Ju 2 2

1
(¥) Fagamos a mudanca de variaveis U= X’ +1=> du = 2xdx. Portanto, Edu = Xxdx . De

1
posse da primitiva de f(X) = que é dada por F(X) = > In(x* +1) + C , calculamos a

X2 +1
integral. Com efeito,

1

X 1 1 1 1
dx=[F)E=F(1)-F0)==In2-=In1==In2-0==In2=1In+/2
jxm [FOOL = F()-F(0) =32 -In1=— >

Segundo Procedimento: Calculamos diretamente a integral dada..

1 2
sz dx(=)ljldu=5[|n|u|+c]2:1[|n2—|n1]=1|n2=|nJ§
X“+1 2. u 2 t2 2

0

1
(*) Fagamos a mudanca de variaveis U= X* +1=>du = 2xdx . Portanto, Edu = Xxdx Além

disso, como u=u(x)=x*+1, entdo U(0)=1e u)=2
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A vantagem do segundo procedimento estd em ndo haver a necessidade de
desfazermos a substituicdo. Por outro lado, se a integral for um pouco mais
complicada, o primeiro procedimento é mais indicado.

Note também que, como a funcéo f(x)= é continua e nao negativa em

x?+1

[0,1], resulta que a area sob o graficode f,de 0 al, éiguala %In 2=1In/2

e
Exemplo 4: Calcule a integral Iln X dx
1

Solucao: Sabemos que Iln xdx = xInx—x+C, vimos este fato quando

estudamos integracao por partes. Assim,
e
Ilnx dx=[xInx—xJ =[elne—e]-[lin1-1]=1.
1

Note que, como a fungdo f(x)=Inx é continua e ndo negativa em [le],

resulta que a area sob o graficode f,de 1la e, éigualal.

Observacao: Quanto ao método de integragdo por partes, na pratica

procedemos da seguinte forma. Digamos que queremos calcular a integral
b

If(x) -g'(x)dx. Entdo facamos u=f(x)=du=f'(x)dx e
a

v=g(x)=dv=g'(x)dx.

b b
Portanto, podemos escrever J.udv=[uv]2—J‘Vdu, que € denominada de
a a

formula para integracao por partes com limites de integracéao.
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1
Exemplo 5: Calcule a integral Ixe"dx
0

1
0
0 0

Solugao: jxexdx = [xex] —jexdx = [xex]z —[ex]tz (e-0)—(e-1) =1

() Por int ) o5t u=x dv=e'dx
* or Integracao por partes, temos
gragac porp du=dx vy=¢*

5.11 Calculo de Areas

Podemos calcular areas de figuras planas com o auxilio da integral definida.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1: Determine a 4rea limitada pela curva y =9—x? e o eixo dos X.

Solugado: Como y= f(x)=9-x* é uma fungéo continua e ndo negativa no

intervalo [-3,3], entao a area procurada, que denotaremos por A, é dada por

X3

A=J'f(x)dx:J'(g—xz)dx{gx—?} = (27 -9)— (-27+9) =36

Portanto, a 4rea é 36 unidades de &rea.

Exemplo 2: Determine a 4rea limitada pela curva y = x> -9 e o eixo dos X.

Solugao: Como y= f(x)=x*—9 é uma fungdo continua no intervalo [-3,3]
,no entanto, negativa no intervalo (—3,3), entdo a area procurada, que denotaremos

por A, é dada por

373

A:I|f(x)|dx= J.(Q—xz)dx:{Qx—%} = (27-9)—(-27+9) =36

Portanto, a 4rea é 36 unidades de area.
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Exemplo 3: Determine a area limitada pela curva Yy =senX e o eixo dos X, de
Oaté 2r.

Solugédo: Como y= f(x) =senx é uma funcéo continua em [0,27], positiva
no intervalo (0,7)e negativa em (7,27) , entdo a é&rea procurada, que

denotaremos por A, é dada por

b 27 V3 2
A= .[| f (x)|dx = I|sen x|dx = J‘sen X dx +I—sen xdx =
a 0 0 V3

=[-cosx]§ +[cosx]Z" = (1+1) +(1+1) =4

Portanto, a 4rea é 4 unidades de &rea.

Exemplo 4: Determine a area limitada pelas curvas y=x* e y=X+6.

Solugéo: Sejam f(x)=x* e g(x)=x+6. Inicialmente, vamos determinar a

intersecao entre as curvas dadas. Vejamos,

1+v1+24 1+5
=—:>X:T. Logo, as curvas se
interceptam nos pontos de abscissa x=-2 e x=3. Note que

XX=X+6=>x—Xx—-6=0=X

g(x) > f(x),vxe[-2,3]. Entao a &rea procurada, que denotaremos por A, é dada

por
3 3 ) 33
9 4 8
A= [Ta00=foolax=[[x+6-x2lax = X +ex— 2 =[—+18—9}—[——12+—}=
_jz[g(> ()] _jz[ ]d{z 3L > 51247
27 22 125
=t —=—
2 3 6

, , 125 | ,
Portanto, a drea é ? unidades de éarea.

Observacao: Em geral, a 4rea A limitada pelas curvasy=f(x) e y=g(x) e

b
pelas retas X=a e x=b, é dada por A=I|f(x)—g(x)| dx
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Exemplo 5: Determine a 4rea limitada pelas curvas y=x*-1e y=X+5.

Solucdo: Sejam f(x) =x*> -1 eg(X) = x+5. Inicialmente, vamos determinar a

intersecao entre as curvas dadas. Vejamos,

+/ +
x2—1=x+5:>x2—x—6=0:>x=#:>x=g_

2

Logo, as curvas se interceptam nos pontos de abscissa x=—2 e x=3. Note
que g(x)> f(x),vxe[-2,3]. Entdao a area procurada, que denotaremos por A, é

dada por

A=_j2[g(x)— f(x)]dx=:[[(x+5)—(x2_1)]dx={)§+6x—§}2 =B+18—9}—E—12+g}=

2 3 6

. , 125 . , , .
Portanto, a &rea € —— unidades de area. Observe que recaimos basicamente

no Exemplo 4, o que fizemos foi transladar verticalmente para baixo, 1 unidade, a
regiao do Exemplo 4. E claro que, desta forma, o valor da area nao se altera.

5.12Calculo de Volumes

Definicdo: Seja f uma funcgdo continua e ndo negativa no intervalo [a,b] e seja

R a regiao sob o grafico de f de a até b. A volume do sélido de revolugao T,

gerado pela rotagédo de R em torno do eixo dos X, é definido por

V=_lim 7Y £%(c)Ax,
i=1

MaxA x; >0

desde que o limite exista.

b
Observacao: De acordo com a definigdo, temos a férmula V = 72'.[ f2(x) dx.
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Exemplo: Calcule o volume V do sélido T , gerado pela rotacdo da regido
R, limitada pela curva y=x*, o eixo X e as retas Xx=0 e x=1, em torno do eixo
dos X.

Solucdo: Seja (x)=x?. Sabemos que o volume V & dado por

1
b
V=7zjf2(x)dx=;zj'x4dx=%
a 0
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Teste o0 seu conhecimento

Calcule as integrais.

4 3 %
J'«/; dx I\/x+1 dx Isenzxdx
1. 0 5, 0 9 %
Ne 2
4x 2
j : 1dx 6. jxlnxdx I|senx|dx
2. 0 X0+ 1 10. ©
In2 2 1
IeSde I(6+x—x3)dx I 1 _ dx
3. 0 7. 0 110 VA—X
4 7
dx dx f
4. _[ 8. j Icos In x) dx
A 12.1

13.Seja f uma fungéo continua em [—a,a], onde a > 0. Mostre que:

13.1. Se f & par, entdo If(x)dx:zjf(x)dx.
-a 0

13.2. Se f éimpar, entdo J. f(x)dx=0.

—a

J-xztgx dx
14. -~

4

J e™ senx dx
15. -7

0

d Jx
16.Calcule — Ie‘tzdt
dx

17.Determine a érea da regido S limitada pelas curvas y=x*e y=2-x*e x=0.
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18.Calcule o volume do sdlido gerado pela rotagao, em torno do eixo dos X, da regiao limitada

pela parabola y = %(13 —x?) epelareta y = %(x +5).

X2

dx
1+e"

1
19.(Desafio) Calcule a integral I
-1
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